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Funksiyanin kasilmozliyi

Osas anlayiglardan biri do funksiyanin kasilmazliyi anlayisidir. Torif:
tutaq ki, y=f(x) funksiyas1 (a;b) araliginda toyin olunmusdur vo X¢e(a;b).
agar lim,_of(x)=f(Xxo) olarsa bu funksiyaya x=x, noqtasinda kasilmaz
funksiya deyilir. Tarifo gora Xy ndqtasinda kasilmoz olan y=f(x)
funksiyas1 asagidaki sortlori 6domalidir:

1.y=f(x) funksiyasi x=xq noqtasinds toyin olunmalidir.2. x=xy néqtasinda
onun sonlu limiti olmalidir.3.y=f(x) funksiyasinin x=xq noqtasindoki f(Xo)
giymati onun bu néqtadaki limitina barabar olmalidir. (a;b) araliginin
biitiin ndqtalorinds kasilmoz olan funksiyaya bu araliqda kasilmoz
funksiya deyilir. Eyni gayda ilo [a;b] par¢asinda da funksiyanin
kasilmazliyinin tarifi verilir. x=a noqtasinda f(x)-in kasilmazliyi
lim,_,.+of(x)=f(a) kimi,x=b noqtasinda isa lim,_,; of(x)=f(b) kimi basa
diisiiliir. Indiya kimi dyrondiyimiz y=x" (n€N),y=sinx,y=cosx,y=a"
(a>0,a#1) funksiyalari biitiin haqiqi oxda kasilmozdilar,
y=tgx,y=ctgx,y=log.x funksiyalar1 isa 6zlarinin tabii toyin oblastlarinda
kasilmozdirlor. Bozi hallarda funksiyanin kasilmozliyini sag va sol
limitlori vasitasilo tayin etmok miimkiin olur. ©gar

f(Xo+0)=lim,_o+of (X)=F(Xo) olarsa f(x) funksiyasi xq noqtasinds sagdan
kasilmaz funksiya adlanir.f(xq-0)lim ,_,.o0f(X)=f(Xo) olarsa y=f(x)
funksiyas1 xq ndqtosinds soldan kasilmoaz funksiya adlanir. Torif: f(x)
funksiyas1 x=xq ndqtosinda f(Xo+0)=f(Xo-0)=f(Xo), XoeD(f) sortini 6dayarso
0 Xo noqtasinds kasilmoz funksiyadir. Tarif:y=f(x) funksiyasinin xq
noqtasinda limiti yoxdursa va ya varsa,lakin f(xg)-a barabor deyilss,bu
funksiya Xq noqtasinda kasilondir va onda X, onun kasilma noqtasi
adlanir. Qeyd edoak Ki, Xg noqtasi kasilma noqtasi isa,bu noqtado
funksiyanin sol vo sag limitlori ola bilor,lakin bu limitlor,imumiyyatlo
barabar olmaya da bilor. Tarif: agar Xg noqtasinds f(Xg-0), f(Xo+0) limitlori
varsa,lakin f(Xq-0)#f(xg+0) isa f(Xq-0)-f(Xxo+0) forginoe y=f(x)
funksiyasinin xy néqtasinds sigrayisi deyilir.

Kasilmaz funksiyalarin xassalorini ifado edon teoremlor agsagidakilardir.
Teorem 1.Xy noqtasinds kasilmaz olan sonlu sayda funksiyalarin comi da



bu noqtada kasilmazdir. Teorem 2.x, noqtasinds kasilmoz olan sonlu
sayda funksiyalarin hasili do bu noqtads kasilmazdir. Teorem 3.x
noqtasinda kasilmaz olan iki funksiyanin nisbati,moxracdaki funksiya xg
noqtasinds sifirdan forgli oldugda,bu néqtada kasilmazdir.

Silindir

Firlanma oxuna paralel olan diiz xattin onun otrafinda firlanmasindan
alinan sotha sonsuz silindrik soth deyilir. Sonsuz silindrik sothlo onun
daxili oblastinin birlogsmasins sonsuz silindir deyilir. Sonsuz silindirin
paralel miistovilor arasinda galan hissasi vo miistovilorlo kasismasindon
alinan fiqurlardan ibarat cismo silindr,silindrik sothin hissasine silindrin
yan sothi,paralel miistovilorlo sonsuz silindrin kasismaloring iso silindrin
oturacaglar1 deyilir. Miistovilor oxa perpendikulyar olduqda alinan
silindra diiz dairavi silindr deyilir. Diizbucaqlinin bir torafi strafinda
firlanmasindan alinan cismo silindr deyilir. Oturacaqlarin miistovilori
arasindaki masafoys silindrik hiindiirliiyii,oturacagin e B,
radiusuna silindrin radiusu deyilir.OO;-hiindiirliik,BB;-
dogurandir(diizbucaqlinin firlanan torafi),OB=OA=R ‘
oturacagin radiusudur. ’; X

A

Silindrin yan sathi

Teorem.Silindrin yan sathinin sahasi oturacaq ¢evrasinin uzunlugu ilo
hiindiirliiyii hasilino barabordir. Isbati: Cevro daxiline ¢okilmis diizgiin n
bucaqlinin toraflarinin sayini sonsuz artirdigda onun perimetrinin limiti
cevranin uzunluguna borabordir.

sin”>
C=limP.=limn-a =lim n-2Rsin%: 2R|jm — " =2R1=27R.. Silindrin yan
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n
sothinin torifino asasan S, = |im Syampima = liMH -Po =H - lim P, =H -C = 22RH

n—oo Nn—o0 Nn—o0

.teorem isbat olundu. Silindrin tam sathinin sahasi onun oturacaqglarinin



saholori comi ilo yan sothinin sahoasi comino borabordir.
Sum = 254 +Syan = 27R* + 27RH = 27R(R+H) .

tam

Konus

o miistovisi lizorindo F miistovi fiquru vo onun

xaricindo M noqtasi gotlirok. M ndqtasi ilo F M
fiqurunun biitiin noqtslorini birlogdiron
parcalardan ibarat fiqura konus deyilir. M
noqtasine konusun tops noqtasi,F fiquruna I

konusun oturacagi,M noqtasindon oturacaq =
miistovising ¢okilmis perpendikulyara konusun Za w
hiindiirliiyti deyilir. Oturacagi coxbucaqli olan

konus piramidadir. Yoni piramidalar

konuslarin xiisusi halidir. Oturacag dairs olan konusa dairavi konus
deyilir. Hiindiirliiyliniin oturacagi oturacaginin morkozina diison dairovi
konusa diiz dairovi konus deyilir. Diizbucagli iigbhucagin bir kateti
otrafinda firlanmasindan alinan cismo konus deyilir. Dlizbucaqhi
licbucagin firlanmayan katetini saxlayan diiz xotto onun oxu,homin kateto
159 konusun hiindiirliiyti, firlanan katetina konusun radiusu,hipetonuzuna
159 konusun dogurani deyilir. Ffirlanma zamani hipotenuzun yaratdigi
firlanma sathina konusun yan sathi deyilir. Konusun oxundan kegan
miistovi ilo kosismasine onun ox kasiyi deyilir. Konusun ox kasiyi yan
toroflori doguran,oturacagi iso oturacagin diametri olan borabaryanl
ticbucaqdir. Ox kosiyi diizgiin licbucaq olan konusa borabartorafli konus
deyilir. Konusun topasindon kegon vo onun oturacagini koson miistovi ilo
kasismasi barabaryanli ticbucaqdir. Bu tigbucagin yan toraflori konusun
dogurani,oturacagi iss vatardir. Teorem :konusun oxuna perpendikulyar
kosiyi dairadir. Konusun oturacagina paralel miistovi ilo kosdikdo,alinan
kosiyin vo oturacagin saholori nisbati onlarin topadon olan masafalorinin
kvadratlar1 nisbatina barabardir.

Kasik konus

Konusun oturacagi ilo oturacaq miistovisino paralel miistovi arasinda
qalan hissaina kasik konus deyilir. Konusun yan sathinin paralel miistovi
ilo oturacagi arasinda qalan hissasinokasik konusun yan sothi deyilir.



Konusun oxu kosik konusun oxudur. Konusun hiindiirliiyiiniin vo
doguraninin paralel miistovi ilo oturacaq arasinda qalan hissalori kosik
konusun hiindiirliiyli vo dogurani adlanir.kasik konusun ox kasiyi,yani
oxundan ke¢on miistovi ilo kosigsmasi barabaryanl trapesiyadir. Bu
trapesiyanin oturacaqlar1 kasik konusun oturacaqlarinin diametrlori,yan
toroflori kosik konusun doguranlaridir. Onun hiindirliityii iso kasik
konusun hiindiirliytidiir.

Konusun va kasik konusun yan sathinin sahasi

Konus daxilina ¢okilmis diizgiin n-bucaqli piramidanin toroflorinin sayini
sonsuz artirdigda,onun yan sathinin sahasinin limitina konusun yan
sathinin sahasi deyilir. Teorem. konusun yan sathinin sahasi onun
oturacaq ¢evrasinin uzunlugu ilo dogurani hasilinin yarisina boarabordir.

S, :%C-I _ 1. Kasik konunsun yan sathinin sahasi oturacaq cevralarinin

uzunluglari cominin yarisi ilo dogurani hasilino barabardir.

syanzﬂR|+m|:ﬂ(R+r).|:%_,.

Kiirs

Fozanin verilmis noqtasindon verilmis mosafods duran biitiin
noqtalorindon ibarot fiqura sfera deyilir. Verilmis O noqtasine sferanin
markazi,verilmis mosafoya sferanin radiusu deyilir.
Steranin istonilon iki ndqtasini birlosdiran par¢aya onun
vatari,markozdon kegon votors diametr deyilir. Sferanin
morkazi ilo ixtiyari noqtasini birlosdiron parcaya da onun
radiusu deyilir. Fozanin verilmis noqtalorindan
mosafalori verilmis moasafodon bdyiik olmayan biitiin
noqtalorindan ibarst goxluga kiira deyilir.kiirays sfera ilo hiidudlanmisg
cism kimi do baxmagq olar. Kiironin sferaya aid olmayan noqtalorine onun
daxili oblast1 deyilir. Yarimg¢evronin 6z diametri otrafinda firlanmasindan
alinan fiqura sfera,yarimdaironin 6z diametri otrafinda firlanmasindan
alian cismo kiiro deyilir.




Funksiyanin toromasi

Toromanin diisturu : |jm [0 + A9~ 1)

AXx—0 A

= f'(x,) . Toroamonin torifino gors

alariq ki, k, = f'(x,). Bu iso o demakdir ki,y=f(x) funksiyas1 xy néqtasindo
diferensiallanandirsa,onun qrafiking (xo;f(Xg)) noqtasinda ¢okilon vo
bucaq omsal1 f'(x,)-a barabor olan toxunan var. y=f(x) funksiyas1 xq
ndqtasinds diferensiallanan iso, f'(x,) toromasi (Xg;f(Xo)) ndqtesindo
y=f(X)-in grafikino ¢okilon toxunanin bucaq amsali olur. Demali téromo
hondosi olaraq,oyriys ¢okilon toxunanin bucaq omsalidir.

Diizbucaqli koordinant sisteminda (Xq;Yg) noqtosindon kecon vo bucaq
omsal1 k-ya barabar olan diiz xattin tonliyi asagidaki kimidir.y-Yyo=K(X-Xo).
Ogar yo=F(Xo)vo k=f(Xo) oldugunu nozars alsaq ,alariq ki, (xo;f(Xo))
noqtasinds ayriya ¢okilon toxunanin tonliyi asagidaki kimi
olar.y=f(xo)+ (o) (X-Xo). Bu tonliyo absisi Xg olan néqtado y=f(x)
funksiyasinin grafikins ¢okilon toxunanin tonliyi deyilir.

Comin,hasilin,nisbatin va qiivvatin toromasi

Tutaq ki,u(x) va v(x) funksiyalar1 istanilon xe (a;b) iigiin diferensiallanan

funksiyalardir. Onda istonilon x tigiin asagidakilar dogrudur.
L(u(x)+v(x)) =u'(x)+V'(x)

2.(u(x)-v(x)) =u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x)

3.(cu) =c-u’(c—sabitdir)

4_(u(x) j _UeV U V) gy 0

V(X) V2 (X)

Bu gaydalar diferensiallanmanin asas qaydalar1 adlanir. Istanilon n

natural adadi tigiin (x") =n-x"*
Funksiyanin artmasi vo azalmasi slamotlori
Funksiyanin aragdirilmasinda onun artma vo azlma araliglarinin tapilmasi

mithiim yer tutur. Toromanin komayi il funksiyanin monotonluq
araliglariin tapilmasi asagidaki teoremlo verilir.



Toreml.(a;b) araliginda diferensiallanan y=f(x) funksiyasi bu araliqda

artirsa, bu araligdan goétiirtilmiis istonilon x néqtasinda f'(x) 20 olur.
Teorem?2. (a;b) intervalinda diferensiallanan y=f(x) funksiyasi bu araliqda

azalirsa, bu araligdan gotiirtilmiis istonilon x néqtasindo f'(x) <0 olur.
Qeyd edok ki, y=f(x) funksiyasi (a;b) araliginda artan(azalan) vo x=a, x=b
noqtalorinds kosilmoz funksiyadirsa, bu funksiya [a;b] par¢asinda artan
(azalan) olur.

Bu teoremdon alinir ki, diferensiallanan funksiya artan vo ya azalan
oldugda, onun téromosinin isarasini miloyyan etmok olar. Bu 2 teorem
funksiyanin artan vo ya azalan olmasinin zoruri sortini ifads edir. Indi iso
funksiyanin monotonlugunun kafi sortlori hagqinda teoremlori verak.
Teorem(lagranj).y=f(x) funksiyasi [a;b] parcasinda kasilmaz va (a;b)
araliginda diferensiallanandirsa, elo C € (a;b) noqtasi var ki, asagidaki
boraborlik dogrudur. f(b)—f(a)= f'(c)(b-a).

Teorem.(a;b) araliginda y=f(x) funksiyasinin téromosi miisbatdirso
(monfidirso), bu funksiya (a;b) araliginda artandir (azalandir).

Qeyd: f'(X) >0, f'(x) <0 borabersizliyini holl etmok ticiin
timumilogmis intervallar tisulundan yoni Darbu teoremindon istifado
etmok olverislidir:

f(x) funksiyasinin toromasinin sifra barabar oldugu noqtolor vo ya
toromonin olmadig1 néqtalor funksiyanin toyin oblastin1 bir nego aralia

béliir ki, bu araliqlarin her birinds f '(X) funksiyasi isarasini doyismir.

Hor bir araliqda f'(X) -in 1sarasini sinaq noqtosi vasitasi ilo
aydinlagdirmaq olar.

Funksiyanin bohran noqtslori. Ekstremum noqtalori

Tutaq ki, y=f(x) funksiyasi [a;b] par¢asinda toyin olunmus, kosilmoz
funksiyadir. Malumdur ki, y=f(x) funksiyasi [a;b] par¢asinda kosilmoz
oldugda bu pargada 6ziinlin on boyiik vo on kicik qiymatlorini alir. Torif.
Toromasinin sifra boarabar oldugu vo téromonin olmadigi daxili ndgtalors
funksiyanin béhran noqgtslori deyilir. Diferensiallanan funksiyanin bohran
noqtalori hagqinda asagidaki teorem dogrudur.

Teorem(Ferma). Tutaq ki, Xg néqtasi onun miioyyan atrafinda toyin
olunmus y=f(x) funksiyasinin ekstremum noqtasidir vo bu noqtads

f'(Xy) toromesi var. Onda f'(X)) =0 olar.Ferma teoremino goro,



ekstremum noqtolorindo diferensiallanan funksiyanin téromosi sifra
borabordir. Bu teoremin torsi dogru deyil,yoni toromonin sifir oldugu
noqtads funksiyanin ekstremumu olmaya bilor. Ferma teoremi ekstremum
liclin zoruri sart adlanir. f'(x)=0 tanliyinin koklarina y=f(x) funksiyasinin
stasionar noqtolori deyilir. Stasionar noqto funksiyanin ekstremum
noqtasi olmaya bilor.

Hor hansi1 funksiyanin téromasinin sifir olmasi vo ya toromosinin
olmamasi bu noqtodo hokmon ekstremuma malik olmas1 demok deyildir.
Ona gora do funksiyanin ekstremuma malik olmasi {i¢ilin sortlor tapmaq
lazimdir. Bu sortlor asagidaki teoremlarlo verilir. Teorem1: tutaq ki,y=f(x)
funksiyasi (a;p) araliginda kesilmazdir vo X € (o;). Ogor

(@ %), (%:5) araliglarinda f'(X) varsa, X € (&;%;) iiciin f'(X) >0

va X € (X B) ucin T'(X) <0 olarsa, xo ndqtosi y=f(x)-in maksimum
noqtosidir.
Teorem2: tutaq ki,y=f(x) funksiyasi (a;p) araliginda kesilmazdir vo xo €

(o;B). Ogor (%), (X ) araliqlarinda '(X) varsa, X € (a;X;) iiciin

f'(X) <0 vo X e (X;B) uciin T'(X) >0 olarsa, xo ndqtosi y=f(x)-in
minimum noqtasidir.
Bu teoremlor Xy noqtosindo ekstremumun varligi tigiin kafi sortlor adlanir
vo onlar sads sokildo asagidaki kimi ifads olunur. ©gor xy ndqtasinds
toroma isarasini “+”’-don “-“-ya dayisira bu ndqto funksiyanin maksimum
noqtesi, “-“-don “+”- doyisirso minimum noqtasidir.
Verilon teoremlors vo veyerstras teoreming asaslanaraq, verilmis
funksiyanin verilmis par¢ada oan boyiik va an kigik gqiymatlarinin
tapilmasi asagidaki sxem tizra aparilir.

1)y=f(x) funksiyasinin [a;b] par¢asinin uc noqtalorindaki f(a) vo f(b)
qiymatlari tapilir.
2)funksiyanin téromosinin (a;b) araliginda sifir oldugu noqtslordo
qiymatlori hesablanir.
3)funksiyanin (a;b) araliginda téromasinin olmadig1 noqtalords qiymatlori
tapilir.
4)funksiyanin tapilmis qiymotlori miiqayiss olunur vo onlardan an
bOyiiyli vo an kigiyi gotiirtiliir.



Toromonin tatbiqi ild funksiyanin arasdirilmasi va qrafikinin
qurulmasi

Indiys kimi funksiyalarin qrafiklorini noqtslor vastasilo qurulub. Lakin
bele grafik qurmaq funksiyanin grafikinin miihiim xassoalorinin itirilmasi
ilo naticalonir. Arqumentin miioyyan qiymatlari ii¢iin funksiyanin uygun
qiymatlarini hesablamagqla grafikini qurmaq sohvlors gotirib ¢ixarir. Belo
sohvlorin olmamasi liglin ovvalco funksiya arasdirmali,onun miithiim
xassolori agkar edildikdon sonra noqtolor vasitasi ilo qrafik qurula bilor.
Ufiiqi,saquli vo maili asimptot anlayislarini verak.

1. Ogor lim f(x) =b olarsa,y=b diiz xattino y=f(x) funksiyasinn iifiiqi
asimptotu deyilir. Eyni gayda ilo [im f(x) =b olduqda y=b diiz xotti

f(X)-in tifiigi asimptotu adlanir. Hondasi olaraq bu o demakdir ki, x-
in sonsuz boyiik gqiymatlorinds funksiyanin qrafiki y=b diiz xattino
sonsuz yaxinlagir.

2. Ogor lIMT(x) =+ (lIMf(Xx) =—-o olarsa,onda x=a diiz xattina

f(x) funksiyasinin saquli asimptotu deyilir.x-in gqiymatlori a-ya
yaxinlasdiqgca, f(x)-in uygun qiymotlori sonsuz boyliyiir.
3. Ogor lim(f(x) —kx—b)=0 olarsa,y=kx+b diiz xattina y=1(x)

funksiyasinin x — +oo oldugda maili asimptotu deyilir.y=f(x)
funksiyasinin y=kx+b soklindo maili asimptotu varsa ,k vo b
omsallar1 asagidaki diisturlarla tapilir.

k = IimM , b= lim(f(x)—kx).

X—>+o X X—>+00

Rasional funksiyanin siiratinin doracasi moxracinin doracosindon bir
vahid boylik olarsa,onda bu funksiyanin maili asimptotu var.
Funksiyanin grafikini qurmagq ti¢iin asagidaki marhalslari yerina yetirmak
lazimdir.

1 )Funksiyanin tayin oblastini tapmali

2)Funksiyanin tok va ya ciit oldugunu miioyyan etmoli

3)Funksiyanin dovriiliiylinii arasdirmali

4)Funksiya grafikinin kordinat oxlari ilo kasisma noqtalarini tapmali
5)Funksiyanin kasilma noqtslorini tapmali.

6)Funksiyanin isarasini sabit saxladig1 araliglart miioyyon etmoli. Bunun
liclin 4 vo 5 morhalalorinds tapilmis noqtalari absis oxunda qeyd
edib,alinan araliglarin har birinds funksiyanin isarasini tapmal..
7)Funksiyanin grafikinin asimptotlarini tapmali.



8)Funksiyanin artma vo azalma araliqlarini tapmali.

9)Funksiyanin ekstremum noqtolorini vo ekstremumlarini tapmali
10)1-9 morhalalarinin naticalarini koordinat miistavisinds qeyd etmoaklo
funksiyanin grafikini qurmali.

Ibtidai funksiyanin torifi. Qeyri miioyyan inteqral.

Molumdur ki,diferensial hesabinda funksiya verildikde onun téromasini
tapmagq tolob olunur. Lakin bir cox masalslords toromasine vo ya
diferensialina goro funksiyanin 6ziinii tapmaq lazim golir. Yoni f(x)
funksiyas1 verdildikdo elo F(X) funksiyasi tapmagq taleb olunur ki,
F(x)=f(X) voya dF(x)= f(x)dx
olsun. Belo F(x) funksiyasma f(X) -in ibtidai funksiyas1 deyilir. Tutaq ki,
f (x) funksiyasi miioyyon araliqda verilimis kosilmoz
funksiyadir.Verilmis araligin biitiin noqtslorindo
F'(x) = f(x)

boraborliyini 6doyon F(x) funksiyasina homin araliqda f(x)
funksiyasinin ibtidai funksiyasi deyilir. Teorem. Tutaq ki, F (X) funksiyast
verilmis araliqgda f(x) kosilmoz funksiyasinin ibtidai funksiyasidir. Onda,
ixtiyari C sabiti {i¢lin

1) F(x) + C funksiyasida homin araliqda f(X) funksiyasimnin ibtidai
funksiyasidir.

2) Kosilmoz f(x) funksiyasinin verilmis araligdaki istonilon ibtidai
funksiyasi

F(x)+C
soklindadir.Isbati. 1)Teoremin sortind gora verilmis araligin istonilon
noqtasinda
F(x) = f(x)
Onda har hansi C sabiti tigiin
(FOX)+C)'=F'(X)+(C)Y =f(x)+0= f(x)
alariq. Bu iso o demekdir ki, F(x)+C funksiyas1 da f(x)-in hor hans1
ibtidai funksiyasidir.
2) Tutaq ki, @(x) funksiyas1 verilmis araliqda f(x)-in har hansi ibtidai
funksiyasidir, yani ®'(x) = f(x).Onda
(P(x) - F(x))" = ®'(x) - F'(x) = £ (x) - £(x) =0 alarig.
h(x) = ®(x) — F(X) funksiyasina baxaq.
10



Verilmis araligin hor hans1 X, noqtosini geyd edok. onda Lagranj
teoreminag gora araligin istonilon X noqtasi tiglin X ilo X, arasinda
yerloson elo C noqtosi var ki,
h(x) —h(x,) =h’(c)-(x—x,) boraborliyi dogrudur.
h'(c) = 0 oldugundan aliriq ki,istonilon x {igiin
h(x)-h(X,)=0  voya h(x)="h(x,)
Bu iso 0 demokdir ki, h(x) sabit funksiyadir,yani h(x) =C .Demali,
O(x)-F(x)=C vaya P(X)=F(x)+C.
Beloliklo, teorem isbat olundu.

Inteqralin xassalori

Qeyri miioyyan inteqralin asagidaki xassalori var.
Xassal.Qeyri-miioyyan inteqralin toromasi inteqralalti
funksiyaya,diferensiali iss inteqralalt1 ifadoys barabordir:

( f(9dx) = ()
d([ f (x)dx)= f (x)dlx

Isbati:Tutaq ki, F(x) funksiyasi f(x)-in ibtidai funksiyasidir: F'(X) = f(X)
.Onda f f (x)dx = F(x) +C yaza bilorik. Bu borabarliyin hor iki torofindon
toramo alsaq,

(j £ 00a) = (Fo+0y = Fr09+(©) = 109
yani
{ f(dx) = 1(x)

Xassa2. Kasilmoaz toramasi olan F(X) funksiyasinin téramasinin geyri-
miioyyan inteqrali onun 6ziindon sabit toplananla farglonir,yani

[Fax=F(x)+C vaya [dF(X)=F(x)+C

Burada F(x)-kasilmaz,diferensiallanan funksiyadir. Bu xassa,bilavasits,
geyri-miiayyan inteqralin torifindon alinir.Xassa3. Sifirdan fargli sabit
vurugu geyri-miiayyan inteqral isarasi Xaricine ¢ixarmagq olar:
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jkf (X)dx = kj f(x)dx  (k =0)
Dogurdan da, F'(X) = f(X) iss, K # O sabiti ticiin

(kF(X))' = kF'(x) = kf (X) oldugundan,
j kf (x)dx = kF(x) + C =k j f (x)dx alirig.

Xasso4. Comin geyri-miiayyon inteqrali toplananlarin geyri-miioyyon
inteqrallari comina borabardir:

J(F0)+g00)x = [ F(x)dx+ [ g(x)dx.
Isbati: Bu borabarliyinin har iki torafindon téroms alaq:

([(F 00+ 900X = ([ £(9ex+ [ g0y

Vo ya
(£ 00+ g0 = (] 000+ ([ 9 ().

Birinci xassoys osason, (j(f (x)+ g(X))dX) = f(x)dx + g(x)dx
eyniliyini alarig. Bu isa homin barabarliyinin dogru olmasi1 demokdir.

Miidyyaon inteqral. Nyuton-Leybins diisturu.

Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a;b] par¢asinda kosilmoazdir. F(x) iso onun
hor hansi ibtidai funksiyasidir,yoni F'(x) = f(x).

F(b) - F(a) forqino f(x) funksiyasinin [a;b] par¢asinda miioyyon
inteqrali deyilir vo bu inteqral asagidaki kimi isare olunur:

_Tf(x)dx

Onda

b

[ 1(9dx = F(b) - F(a) (1)

a

olar.a-ya inteqralin asag1 sorhoddi,b-yo yuxari sorhoddi deyilir.
(1) disturuna Nyuton-Leybins diisturu deyilir.
Demoli, miioyyon inteqral ibtidai funksiyanin [a;b] par¢asindaki artimidir.
Qeyd edak ki, bu zaman miioyyan inteqralin qiymati ibtidai
funksiyalardan hansinin gotiiriilmisindon asili deyil.
Ibtidai funksiyalar bir birindon sabit toplananla forqlondiklarindan,
F(x) ibtidai funksiyasi ovozino @(x) = F(x)+C gotiiriilorsa,
®(b) — d(a) = (F(b) + C) — (F(a) + C) = F(b) — F(a)

12



oldugundan, axtarilan forq C sabitindon asili olmur.

Miioyyan inteqralin qiymotini hesablamagq ti¢iin asagidakilar yerino
yetirilmalidir.

1) f(x)-in hor hansi ibtidai funksiyas1 F(x) tapilir;

2) bu ibtidai funksiyanin b vo a noqtolorindoki F(b) vo F(a)
qiymatloari hesablanir;

3) F(b)-F(a) forqi tapilir.

Misal 1. jsiandx-i tapag.

3

NIES

sin2xdx = (—

N |~

1 1 27 1 1 1
COS2X =|—-=COS7 |—| —=COS— |[==——=—.,
2 2 3 2 4 4

WIN =y

w|y

Miayyan inteqralin xassalori
Miioyyan inteqralin asagidaki xassolorini geyd edok.
Xasso 1. miioyyan inteqralin qiymati inteqrallama doyisonindon asili
deyil,yoni

b b

j f (x)dx = T f(t)dt = j f(z)dz

a
a

Xassa 2. [ f(x)dx=0

Xasso 3. Miioyyon inteqralda asag1 vo yuxari sarhadlorin yerini
doyisdikds inteqralin isarasi doyisir,yoni

j f (x)dx = —i f (x)dX .
Dogrudan da, a b
T f(x)dx = F(b) - F(a) = -(F(a) - I:(b))—j f(x)dx.
Xasso 4. Istenialan a,b vo c(a<c<b) ugun b
T f (x)dx = j f (x)dx+_T f (x)dx

baraboarliyi dogrudur.
Xasso 5. Istonilon A(A=0) adadi ii¢iin
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j'Af (x)dx = Aj. f(x)dx.

Xassa 6. Iki funksiyanin cominin miloyyan inteqrali onlarin

miioyyon inteqrallarinin comino borabordir:
b

j(f(x)+ g(x))dx = j f(x)dx+jg(x)dx.

a

Xassa 7. Yuxart sorhaddi doyison olan miioyyon inteqralin bu
doyisona gora toromasi inteqralalti funksiyanin yuxari sarhoddoki
qiymating borabardir,yani

!

[j f(t)dt} = (%)

I f (t)dt = F(x) - F(a) oldugundan,

( K (t)dtJ ~(F(X)=F(a)) =F'(X) = f(x).

Xasso 8. f(x) funksiyasi tok funksiya olarsa, istonilon a li¢lin
simmetrik parga iizro inteqrali sifra barabordir,

if(x)dx=0.

Xassa 9. f(x) funksiyasi ciit funksiya olarsa, istonilon a {li¢lin

ja'f(x)dx = Zj. f(x)dx.

9yrilorls hiidudlanmis fiqurun sahasi

Tutaq ki, [a;b] par¢asinda toyin olunmus,kasilmaz vo manfi
qiymoatlor almayan f(x) funksiyasi verilmisdir. Yuxaridan
y=f(x) funksiyasinin grafiki,asagidan absis oxu,yanlardan x=a
va x=b diiz xattlor1 ilo hiidudlanmis fiqura ayrixatli trapesiya
deyilir.

Oyrixatli trapesiya a<x<b,0<y < f(x) sortlorini 6doyan
(x;y¥) noqtalori ¢coxlugudur. [a;b] pargasini

a=x,<X <X, <..<X,_, <x, =b noqtolori ilo n sayda borabor hissoya

bolok.uzunluglari isa  AX; = X; —X;_; olar. Onda ayrixatli trapesiya n sayda

daha kigik oyrixotli trapesyalara boliinor. Hor bir belo kigik oayrixatli
trapesyan diizbucaqli kimi gobul edorok sahosini hesablamaq olar. Belo
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saholorin comi oyrixatli trapesyanin sahosino toxminon borabor olur.[a;b]
parcasini daha kigik hissolora bolmoklo sahoni daha doqiq hesablamaq

olar. [Xi_l, Xi] parcasinda cindqtasi geyd edok. %, % ] parcalarinin an
boylyliniin uzunlugunu 2 ils isara edok. Torif. [a;b] pargasinin kigik
hissolora boliinmo gaydasindan vo bu hissolords ¢ nogtalorinin

secilmosindon asili olmayaraq h'fg S, varsa,bu limito oyrixatli

trapesyanin sahasi deyilir.

Teorem.f(x) funksiyasi [a;b] par¢asinda kosilmoz vo monfi olmayan
funksiya,F(x) i1so bu par¢cada onun ibtidai funksiyasidirsa,onda uygun
oyrixatli trapesyanin sahasi ibtidai funksiyanin [a;b] parcasinda artimina
borabordir, yoni

S=F()-F(a).
Misal 1. y=x,y=0,x=1,x=2 xatlori ilo hiidudlanan fiqurun A
sahosini tapaq. " -
f(x)=x funksiyasinin ibtidai funksiyalarindan biri F(x) = X—; dir. '
22 12 3 (o) x=1l x=2 y=

Onda S = FQ-FO=-5=7

Hadisa anlayisi

Bir ¢ox hallarda soraitdon asili olaraq ya bilmoadiyimiz,ya da aradan
qaldira bilmadiyimiz miixtalif naticalori ola bilon hadisalor olur.
Masalan,atilan giillonin hadafa dayacayini,akilon toxumun
cucaracayini,gepiy pulun atilarkan hansi torafs diisacayini,zori atarkon
hansi rogomin diismasini avvaldan deya bilmarik. Bunlar hamin
hadisalora misaldir. Sinag,tacriibs Vo ya miisahidanin naticasina hadisa
deyilir. Sinaq,tacriiba Vo ya miisahidonin naticasinds bas vera bilon vo ya
bas vera bilmayan istonilon hadisays tesadiifi hadiss deyilir. Riyaziyyatin
tosadiifi hadisalorin qanunauygunlugunu 6yranan bolmasi ehtimal
nazariyyasi adlanir. Sinaq,tacriiba Va ya miisahids naticasindo hokman
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bas veran hadisayos yogin hadisa deyilir. Siaq,tocriibo Vo ya miigahido
naticasinds he¢ zaman bas vermayan hadisays miimkiin olmayan hadisa
deyilir. Sarti olaraq hadisalor miirakkab va elementar hadisalora boliiniir.
Sinag,tacriiba Vo ya miisahidonin hor bir ayrilmayan naticasine elementar
hadiso deyilir. Biitiin elementar hadisalor ¢oxluguna iso elementar
hadisolor fozasi va ya sinaq fozasi deyilir. Elementar hadisolor fozasi U ilo
isara olunur. Elementar hadisalor fozasinin har hansi alt coxluguna hadisa
deyilir. Bu zaman @ bos ¢oxluq miimkiin olmayan hadiso,U isa yaqin
hadiss olacag. Biitiin naticalori A va ya B hadisalorindon he¢ olmasa
birina daxil olan hadisays A vo B hadisalarinin birlosmasi deyilir vo AUB
ilo isara olunur. Naticalari hom A hadisasina,hom do B hadisasins daxil
olan hadisaya A va B hadisalarinin kasismasi deyilir vo ANB kimi isara
olunur. Ortaq naticalari olmayan hadisalors uyusmayan hadisalor deyilir.
A hadisasina daxil olmayan biitiin naticalor goxluguna A hadisasinin oks
hadisasi deyilir vo A kimi isara olunur. agar A hadisasinin har bir naticasi
hom do B hadisasinin naticasidirss,deyilir ki, A hadisasi B hadisasini
dogurur vo ya B hadisasi A hadisasinin naticasidir va bu vaxt A< s kimi
yazilir. Noticolori B hadisasino daxil olmayib,yalniz A hadisasino daxil
olan hadisaya A hadisasi ilo B hadisasinin forgi deyilir vo A\B kimi isara
olunur.

Hadisonin ehtimah
Tutaq ki,u ={E,,...E,} elementar hadisalar faasinin har bir E, elementina

onun ehtimali adlanan vo elo manfi olmayan P(E,) adadi gars1 qoyulur ki,
zn: P(E,) = P(E) +...+ P(E,) =1 sart1 0donir. Onda U-ya ehtimal fozas1 deyilir.
Ehtimal fozasi (E,.....E,;P,....P,) veya (U;P) kimi isara olunur. Hor bir A

hadisoasi elementar hadisolor fozasinin miioyyan alt ¢oxlugu oldugundan
o, elementar hadisalor lizra ayrilisa malikdir. Yoni miioyyen E, elementar

hadisalari tigin A=| JE, olur. A hadisainin P(A) ehtimali onun elementar
p

hadisolor iizro ayrilisindaki elementar hadisolorin ehtimallari comino

deyilir.
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Teorem].a)istonilon uyusmayan AcU ve B<U hadisalori tigiin
P(AUB)=P(A)+P(B)

b) P@)=0

C) AcU,BcU ve AcB 0dayan A va B hadisalari iigiin P(A) < P(B)

¢) AcU hadisoasi vo onu oks A hadisai liclin P(A)=1-P(A) borabarliyi
dogrudur.

d) Acu ve B<U hadisalari tligiin P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) dogrudur.
Teorem?2. Tutaq ki, U eyni imkanl elementar hadisolor fozasidir.
Miioyyon B U hadisosinin bas vermaosi sorti daxilindo istonilon Acu

hadisosinin sorti ehtimal1 P(AB _MACB) diisturu ils tapilir.
n(B) P

Teorem3. tutaq ki, U elementar hadisolor fozasi ciit ciit uyusmayan B,,...,B,
hadisalori lizra ayrilir. Onda istonilon A hadisai li¢lin

P(A) :Zn:P(NBi)P(Bi) =P(AB,)-P(B) +..+ P(AB,)-P(B,) disturu dogrudur. Bu

diistura tam ehtimal diisturu deyilir. A vo B hadisalori P(A~B)=P(A)-P(B)
miinasibatini 6doyorss onlara asili olmayan hadisolor deyilir.

Irrasional tanliklor

Dayisani ham do kok isarasi altinda olan cobri tanliklors irrasional
tonliklor deyilir. Mos. Vx+1+x =3,

Vx —2+x2 =10 tonliklori irrasional tonliklordir.

Misal 1. Vx4 —-32=7 Misal 2. v3x + 1=2x — 11
x*-32 = 49 3x +1 = 4x? —
44x + 121
x* =81 4x% —47x+120=0
X1 =3 x,=-3
x; =8 x, = 3.75 koki deyil.
Misal3. V2x —9 =+x—7
2x —9=x-7

x = 2 koku deyil.
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Vn=2k+1 oldugdaA™(x) = B"(x) ilo A(x) = B(x) eynigiicli
oldugundan, yalniz tok daracodon qiivvato-

yiiksaltma aparmagla hall edilan irrasional tanliklors alinan koklarin
verilmis tonliyi 6doyib 6domadiyini yoxlamaga

ehtiyac yoxdur.,

Irrasional tonliklorin iki miihiim noviinii ayrica qeyd edok.

1. **[A(x) = B(x) tonliyi, burada A(x), B(x) rasional ifadsler,
k —natural ododdir.

Hesabi kokiin torifina gors aliriq ki, bu halda asagidaki toklif dogrudur.

?[4(x) = B(x) tonliyi

{A(x) = B2k

B(x) > 0 sistemi ilo eynigiicliidiir.

2. *[A(x) = *X/B(x) tonliyi. Bu halda asagidaki toklif dogrudur:

e = W56 i (10570 wayade 2 0)

sistemi eyniglicliidiir.

Misal 4. Vx2 —3x+4=2x—4

{x2—3x+4=(2x—4)2
2x—4=0

x? = 3x + 4 = (2x — 4)? tonliyinin koklori 3 va < -diir. Bu
koklordon ancaq 3 ododi 2x —4 >0

borabarsizliyini 6dayir.

Irrasional barabarsizliklarin halli.
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Moalumdur ki, a = 0, b = 0 olduqda ixtiyari miisbat n adadi {i¢iin
a < b borabarsizliyi ilo a™ < b™ borabar-

sizliyi eynigiiclidiir. Lakin =~ A(x) < B(x) ilo A™ (x) < B™(x)
eynigiiclii deyil. Irrasional barabarsizliklor do,

qiivvatayiiksaltma amali ils hall edildiyindan, buradan alinir ki. belo
barabarsizliklari hall edarkan onun har iki toro-

finin isaroesini nazoars almaq lazimdir. iki nén borabarsizliyin hall
gaydasin1 gostarak.

1. *X[A(x) < B(x) soklinds olan barabarsizlik.

A(x) =0
B(x)>0 (1) barabarsizliklar sistemi ila
A(x) < B*(x)
eynigiicliidiir. Dogrudan da, ciit doracali kokiin

monasi olmasi {igiin A(x) = 0, hesabi kok
monfi olmadigi tictin B(x) > 0

olmalidir. a < b va a™ < b™ borabarsizliklari eynigiiclii oldugundan,
A(x) < B (x) vo *[A(x) < B(x)

barabarsizliklori eynigiicliidiir.

Misal 1. Vx2 —x —2 <1 —x boraborsizliyini hall edok.

(1) borabarsizliklar sistemina asasan, verilmis barabarsizliyin hallini

x2—x—-22>0 (x+1D(x-2)=0
1—-x>0 vaya x <1
x2—x—-2<(1-x)? x <3

barabarsizliklor sisteminin hallina gatirmoak olar.

Bu sistemin birinci barabarsizliyin hallor coxlugu (—oo; —1] U [2; +o0)
Ikinci va tigiincii barabarsizliklarinin
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hallori isa, uygun olaraq, (—o0; 1) va (—oo; 3) araliglaridir.
Borabarsizliklar sisteminin halli bu ¢oxluglarin ortaq

hissasi oldugundan, x € (—oo0; —1] alargq.

2. **[A(x) > B(x) borabarsizliyi B(x) = 0,A(x) > B**(x) vaya
A(x) = 0,B(x) < 0 oldugda dogrudur.

Ona goro do *%/A(x) > B(x) borabarsizliyini hall etmak iigiin

{ B(x) =0 {?@)<0 5
A(x) > B (x) A(x) =0 )

barabsizliklor sistemini hall edib, onlarin hallor ¢oxlugun birlagsdirmok
lazimdir.

Ustlii tonliklar sistemi.

Ustlii tanliklar sisteminin halli misallarla izah edok

23x+y =32
Misal 1. {5x+3y _ 1 tonliklor sistemini hall edok. Sistemo daxil olan

5
tonliklorin har birindo tistlori borabarlos-

3x+y=>5
x+3y=-1
alariq. Bu sistemin hoalli (2; —1) ciitiidiir.

dirmoklo x vo y —o nozoran: { xotti tonliklor sistemini

2* +3Y"1 =11
4* —7.3Y =1
3Y =2z ovozedok.Onda tva z—>9

Misal 2. { tonliklor sistemini hall edok. 2*¥ =t va

t+==11
3
t2—7z=1

nazaran: { sistemi alinar.

Sistemin birinci tonliyindan z = 33 — 3t soklindos tap1b ikinci tonlikdo
yazsaq t? 4+ 21t — 232 =0 tonliyini ala-riq. Buradant; =8 t, =
—29. Ovoazlomados yerinoyazmaglaz; =9, z, = 120 alanqg. 2* =8
vo 3¥ =9
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tonliklorindon x =3, y = 2. 2*¥* = =29 vo 3Y =120 tonliklorindan
birincisinin halli olmadigi tigiin bu halda

sistemin halli yoxdur. Belalikls, sistemin halli (3; 2) ciittidiir.

Logarifmik tanliklar sistemi.

Logarifmik tanliklor sisteminin halli,prinsipca, digar tanliklor
sisteminin hallindan fargli deyil. Burada, adatan,

tonliklor sisteminin hallinds istifads etdiyimiz lisullardan va logarifmik
funksiyanin malum xassalorindan istifads olunur.

X—y=6
log,x + log,y = 4
x > 0,y > 0 olmalidir. Sistemin birinci tonliyindon x = 6 + y, ikinci
xX=6+y

xy =16

Misal 1. {

tonliyindan iso xy = 16 alariq vo belaliklo { sistemini alariq.

X=6+y

tonliklor sistemini holl edok. Aydindir ki,

ovazlomosini ikinci tonlikds yerino yazmagla y? + 6y — 16 = 0 kvadrat

tonliyini alariq. Onun koklari y; = 2,

y, = —8 oadadloridir. Onda x; =8, x, = —2. Lakinx = -2,y = —8
verilmis sistemin halli ola bilmoz. (8; 2)

ciiti sistemin yegano hollidir.

3*.2Y =972
logz(x—y) =2

sisteminin ikinci tanliyindon x —y = (v3)’,

Misal 2. { tonliklor sistemini hall edak. Tanliklor

yanix — y = 3 alariq. Buradan x = y + 3 avozlomasi aparmagla
sistemin birinci tonliyini 3Y*3.2Y =972 vo

3Y . 2Y = 36 soklina gotirmok olar. Onu da 6Y = 62 soklinds yazib

alariq ki, y = 2. Onda x = 5. Belaliklo, (5; 2) ciitli verilmis sistemin
hallidir.
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Trigonometrik tanliklar sistemi

Indi iso bazi triqonometrik tonliklor sisteminin holli iisullari ilo tanis
olag.

T
X—y—z

Misal 1. { tonliklor sistemini holl edok. x =~ +y

cosx + cosy =1
avazlomasi etmokls ikinci tanliyi,

cos (g + y) + cosy = 1 soklina salmaq olar. ©gar bu tanliys ¢evirma
diisturunu totbiq etsok, onda

—siny + cosy = 1 alariq. Kémokgi bucaq daxil etmoklo bu tonliyi hall
etmok miimkiindiir. Tanliyin har iki torafi-

ni V2 -yo bdlok vo onun cos% - COSy — sin%siny = g Vo ya

cos (Z+y) =2 soklins salag.Bu tonliyin hol-

- T T T

i y= —Ziz+2nn, voya y; =2mn, y, = —E+2nn,n Ez V-
in bu giymatlorini avozlomada nazars alsaq

X, = g + 2mn, x, = 2nn,n € z olar. Belalikls tonliklor sisteminin halli

(g + 27mn; 2nn) vo (2mtn; —g + 2mn),n€ z

cos(x+y)=0
cos(x—y)=0
sisteminin birinci tanliyinin halli

Misal 2. { tonliklor sistemini hall edak. Tanliklor

X+y= g+ min, n € z ikinci tanliyinin halliiss x —y = §+ ik, Kk € z
soklindadir. Yani verilmis tonliklor siste-
o \xty= g + Tn _ _ _
minin hallori o tonliklor sistemini 6doyir.Buradan iss
X—y=7+mk

torof-torafo toplamagq va torof-torofs ¢ixmag-
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la alariq ki, bu hallor x = g + g (n+Kk), y= ﬂ(nz_k),

soklindadir. Bu hallori daha sads sokilda gostarma

(n,k € z)

olar. n€z vo K€z oldugundan, n+Kk €z, n—k €z olar.

1 ; e s . ]

X = g+ %, y = %,l, m € z. Beloaliklo, verilmis sistemin hallori (g +
mm Tl
2

=22 (ml €2) ciitii soklindadir.
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