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Movzularin adlari

Matris. Matrislor tizorinds amoallar.

Matrisin determinanti. Determinantin asas xassalori.

Tars matris. Matrisin ranq1. Minor va Cabri tamamlayici.

Xatti tonliklor sisteminin matris tisulu ila halli.

Kramer gaydasi. Kramer qaydasmin xatti tonliklor sisteminin hallina totbiqi. Xatti tonliklor
siseminin Qauss tisulu ilo halli.

Vektorlar tizorindo amallor.

Iki vektorun skalyar hasili, vektorial hasili, qarisiq hasili vo onlarin xassalori.

Funksiyanin toromasi. Téromonin hondasi vo mexaniki manasi.

Comin, hasilin va nisbatin téromasi.

. Miirakkab va tors funksiyalarin toromasi.

Elementar funksiyalarin téromasi.

Funksiyanin diferensiali. Diferensialin hondasi vo mexaniki monasi. Laqranj teoremi vo Kosi
teorimi.

Qeyri —miiayyon integral,asas xassoalori, cadval inteqrallari.

Qeyri —miiayyon integral doyisoni avozetms iisulu, hissa-hisss inteqrallama tisulu.

Miiayyan integral, asas xassalari.

Miisyyan inteqralin hesablanma tisullari. Nyuton-Leybnis diisturu.

Miiayyan inteqralin tatbiglori. (miistovi fiqurlarm sahasinin hesablanmasi, ayrixatli sektorun sahasi,
oyri qOvsiinniin uzunlugu)

Cisimlorin hocminin hesablanmasi, firlanmadan alan sothin sahasi, isin miioyyan integral
vasitosilo hesablanmasi.

Adi diferensial tonliklor haqqinda asas anlayislar. Birtartibli diferensial tonliklor. Dayisonlorina
ayrilan tonliklor.

Bircinsli diferensal tonliklor. Birtortibli xatti diferensial tonliklor.

Ikitortibli diferensial tonliklor.

Ehtimalin klassik torifi. Tosadiifi hadiss haqqinda anlayis. Sarti ehtimal. Tam ehtimal vo Bayes
diisturlari.

Toasadiifi komiyyatin paylama funksiyasi. Toasadiifi komiyyatin dispersiyasi. Tasadiifi komiyyatin
riyazi gézlomasi.



Matris .Matrisin torifi. Matirslor tizorinda amoallar

Tutaq ki, m va n natural adadlordir. mn sayda adaddon diizbucaqgli soklindo
diizoldilmis, m sayda sotri Vo n sayda siitunu olan coadvalo (mxn)-6l¢iilii matris
deyilir. Matrisi asagidaki kimi yazilir:

i1 Qg2 - Qqn
az1 dQzp - dzn (1)
Am1 Am2 = Qmn
voya
a1 A2 - Qqn
Az1 QA - Qzn
Am1 Am2 *° Qmn

Boazon qgisa olmagq li¢lin matirisi boyiik harflorls (A,B,C,X,Y,...) vo ya ||al-j ||
(i=1,2,....,m; j=1,2,...,n) soklindos isars edirlar.

Matrisi toskil edon a;; adodlorine matrisin elementlori deyilir.Elementin
asagisinda yazilan iki indeksin birincisi yeni i onun yerlasdiyi satrin
nomrasini,ikincisi yani j iso yerlosdiyi slitunun ndmrasini gostarir.

(mxn) —0l¢ili (1) matrisinin satir Vo stitunlarinin say1 barabar yani m=n
olduqda,ona kvadrat matris deyilir.Bu halda n adadina kvadrat matrisin tortibi

deyilir.

Masalon A = ||§ g” matrisi ikitortibli matrisdir.



0 1 3
2 4 7
0 3 4

B = matirisi isa tigtartiblidir.

Bir elementdoan ibarat olan matrisa birtartibli matris deyilir. Birtortibli matrisi
onu taskil edan yeganos adadlo eynilasdirirlar. Yani ||a1|] = a44.

Ancag bir satri olan matrisoa satir matris ,ancaq bir siitunu olan matriss siitun
matris deyilir. Masalan:

A=12,7,8,9]|, B = ||a, b, c|| matrislari satir matrislordir.

0 ay
C = 2 D = b, islori i . :Jordi
= 1| = |lc, matrislari 1So suitun matrislordir.
4 d4
n tortibli kvadrat matris:
i1 Q2 0 Qin
A=||%21 @G22 ** Con (2)
An1  Qnz *° Qpn

n tortibli kvadrat matrisinin yuxar1 kiinciinds olan a;; elementi
Ilo sag asag1 kiinciindos olan a,, elementini birlosdiron diiz xott
parcasi tizarinds yerloson a1, @y, aza,..., an, €lementlori ¢oxlugu
homin matrisin bas diaganali adlanur.




Yalniz bas diaganalinin elementlori sifirdan fargli olan kvadrat matriss diaganal
matris deyilir.

Biitiin elementlari vahids barabar olan diaganal matris vahid matris adlanir vo |,
ilo isara olunur.

Birtartibli vahid matris I,, = ||1]| seklindadir.

Ikitortibli vahid matris: I, = |(1) (1)”

) 1 0 0
Ugtortibli vahid matris:I; = ‘ 0 1 O0J]]ves.
0 0 1

Biitiin elementlari sifra barabar olan kvadrat matrisa sifir matris deyilir va O ila
isara olunur. Masalan:

0= ”8 8||-ikit9rtibli sifir matris.

0 0 O
O=|0 0 Off-tctortibli sifir matris.
0 0 O

Matrisin cevrilmasi.

Verilmis A matrisinin biitiin satr vo siitunlarinin yerinin doyisilmasine hamin
matrisin cevrilmosi va ya transponira edilmosi deyilir vo A” il isars olunur.
Masalan:

0
-1

”1 201" _ %i

3 4 7 ;”(5) —27” 2”2 —57”;

=1-3 0 -—1f.




Aydindir Ki, (A*)* = A olar.

A=A" oldugda A matrisino simmetrik matris deyilir.

A1 Q2 0 Qun
a a,, - a e . .

A=|721 722 . M| matrisinin simmetrik olmasi sortini a;=a;i (,j=1,2....n)
An1  Qnz *° Qpn

Kimi yazmagq olar.
aij=-a;i oldugda A matrisine copsimmetrik matris deyilir.
Biitiin elementlori hogiqi adadlor olan matrisa hoagigi matris deyilir.

Heg olmasa bir elementi kompleks odod olan matriso iso kompleks matris deyilir.

Eyni 6l¢iilii va biitiin uygun elementlori barabar olan matrislora borabar matrislor deyilir.
Matrislor tizorinda amallar.

Eyni (mxn) —ol¢iilii 4 = ||a;;|| vo B = ||b;;|| (i=1,2,...m; j=1,2,...,n)
matrislorinin comi homin 6l¢iili va hadlari

Cij - Clij + b” (l = 1,2, ...,m;j = 1,2, ...,TL) (1)

Kimi toyin olunan € = ¢;; (i = 1,2, ...,m;j = 1,2, ...,n) matrisino deyilir va
C=A+B il isarg olunur. matrislorin toplanmasi yerdayismo Vo qruplagdirma xassslorino malikdir, yani
eynidlgili A, B vo C matrislori liglin

A+B=B+A,
A+(B+C)=(A+B)+C

miinasibatlori dogrudur. Eynidlgilit A matrisi vo O sifir matrisi ti¢iin homiso A+ O=A miinasiboti dogrudur.

Xisusi halda



aij; 412 Qi3 bi1 b1z Dby3
||az1 Azz Q423 ” by1 bay by3
a1 +by1 a1+ b1z ag3+ by
Ay1+ byy Ay + Dby Az + by

Iki matrisin hasili:

(mxn) 6l¢iilii A=(a;) (i=1,2,...,m;j=1,2,...,n) matrisinin (nxp) ol¢iilii B=(bj)
(i=1,2,...,n;j=1,2,...p) matrisino hasili hadlori C;; = Y¥-1 @i by;
(i=1,2,...,m;j=1,2,...,p) matrisina deyilir vo C=A"B ilo isara olunur. Istanilon
Ol¢iilii iki matrisi vurmaq olmaz. A matrisini o vaxt B matrisina vurmaq olarki
A-nin siitunlarinin sayr B-nin satrlorinin sayma baraboar olsun.

Xiisusi halda:
(11 Qg2 _(b11 b1z bi3
A= (a21 azz)'B B <b21 b, b23> olarsa

_ (%11 Qi2\ (b1; by b13>_
4 B_(a21 azz) (b21 baz bas)

_ (a11b11 + ajzby1  ay1bip +agoby;  agbiz a12b23)
Ap1b11 + Az2b21  Gz1b13 + Ayzby;  Az1b13 + Agpbo3

Masolon: A matrisi (mxn) ol¢iilii , B matrisi (nxp) 6l¢iilii olduqda A-B matrisi
(mxp) o6l¢tilii matris olar.

Misal:



3 2 5 3
A= (4 —1), B = (1 _1) olarsa A-B hasilini tapin.

Holli:
3 2 3.2+2-1 3.3+2-(-1)
A-B=<4 —1)@ _31)= 4.2+ (-1)-1 4-3+(-1)-(-1) | =
0 2 0:-2+2-1 0-3+2-(-1)

8 7
-(7 1)
2 =2

Matrislorin hasilinin bir sira basqa xassolori do vardir. Masalon, ixtiyari A, B, C matrislari va hagiqi A ododi
ucln
(LA)B = A(AB) = A(AB),
(A+B)C=AS+BC,
C(A+B)=SA+CB,
A(BC)=(AB)C,
(AB)* = B*A*

borabarliklori dogrudur.

Determinantlar va onlarin xassalari
o a a L . o
IKitartibli A = ( 1 12) matrisinin elementlorindon diizoldilmis

Az1 Az

a11a,, — A1,0a51 Torgine ikitortibli determinant vs ya verilmis matrisin
determinant1 deyilir vo Da, A(A), detA, |A| kimi simvollardan biri ilo isara
edilir.



a;;r Qg

DA=

= 1103 = Qq24 (1)

a1 Ay

a11,0,, elementlorina determinantin bas diaqanal , a;,, a,; elementlarins iso
yan diaconal elementlori deyilir. Ikitortibli A matrisinin determinantini
hesablamagq li¢iin bas diaqonal elementlarinin hasilindon yan diagonal
elementlorinin hasilini ¢ixmaq lazimdir.

Mosalon: 3 ° | = —6-10 = ~16

dip Q12 Qi3
Uctortibli A=]|@21 a2z azs3|| matrisinin elementlorindon diizoldilmis
dz1 dzz 433

11022033 T A1203031 T 01032013 — Q13022031 — A12021033 — A11A23037
ifadosing tgtortibli deerminant deyilir vo asagidaki kimi isars olunur:

a1 QAq12 Q4g3
D,y = [A21 Q22 as3|.

az1 Qazz Qaszs

Torifo osason asagidakini yaza bilarik:

a1 Q12 Qg3
Dy =1G21 Q22 Q23| = a;1105,033 + Q1203031 + Ax103,093 —
az1 04z aszs

(2)

—QA13022031 — A12021033 — A11A23037 .
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Bu barabarliyin sag torafindoki ifadoys determinantin agilis1 va ya giymati
deyilir.Ugtortibli determinantin hesablanma gaydasini asagidaki sxemdan almag

olar:

Bu gayda tictortibli determinantlar1 hesablamagq li¢iin ticbucaq qaydasi adlanar.

Moaslan:
2 -1 0
3 1 4=44+0—-4-04+16+6=22.
1 -2 2
a1 A1z 0 Qin
Indi iso n tortibli 4 = [#21 ,,C,l?,z, A2n (3) matrisin determinantin
An1  Qn2 " Ann
hesablayag.

Determinantin hor hansi elementinin yerlosdiyi satir va siitun {izorindon diiz
Xattlor ¢cokdikda yerds galan elementlar tortibi verilmis determinantin tartibindan
bir vahid az olan determinant amalo gatirir.Bu determinanta kosismoado duran
uygun elementin minoru deyilir.a;; elementinin minoru Mj; ils isars olunur. M;;
minorunun (-1)"™ vurugu ilo hasilino a;; elementinin cobri tamamlayicis: deyilir
Vo Aij:(-l)i+jMij ilo isara olunur.

10



a1 A1z 413
Ugtortibli [@21 a2z az3| (4) determinantinin a;3 Vo a3 elementlorinin
az1 0aszz d4z3

i az1 Ay ai1 Qg2
MINOru uygun olaraqg M, = | | vl M,, = | |
e 4 ™13 az1 dszp 23 az1 dszp
i az1 Ao az1 A4z
Cobri tamamlavicist iso 4. = (—1)1*3 | | = | |
y 13= (-1 azq1 dasp azq1 A3z
a1 ag a1 aq
Az = (—1)2+3 | |:-| | olar

az; daszp az; dadszp

(3) matrisinin birinci satir elementlorinin uygun cobri tamamlayicilari
Ai1,A,...Al, olsun.

Tarif.a;1 A1, + a4, + -+ + a1,A1,, Kimi toyin olunan adada n tartibli
matrisin n tortibli determinanti deyilir vo asagidaki kimi isars olunur.

A1 Q12 0 Qin
_ Q21 Qzp -+ Qan| _
detA = = a11411 + a12412 + -+ a1 A1n 5)
An1 An2 *° Qnn

Determinantin xassalori

1. Determinantin uygun satirlori ilo siitunlarinin yerini doyisdikde onun
giymati doyismoz.
2. Determinantin iki satrinin vo ya iki stitunun bir-biri ilo yerini
doyisdikds,0onun ancaq isarasi dayisar.
3. Iki sotri va ya iki siitunu eyni olan determinant sifra borabardir.
11



4. Determinantin har hansi bir sotrinin vo ya siitunun biitiin elementlarinin
ortaq vurugunu determinant isarasi Xaricino ¢ixarmaq olar.

5. Determinantin miitonasib olan sotrlari vo ya siitunlari varsa,bu
determinantin qiymati sifra barabardir.

6. Determinantin har hans1 bir satir Vo ya siitununun biitiin elementlori sifra
borabardirss,bu determinantin qiymati sifra barabardir.

7. Determinantin hor hansi bir satrinin biitiin elementloari iki adadin cami kimi
verildikdo,homin determinant iki determinantin comina barabar olar,bu
determinantlarin birinds hamin satir elementlori olaraq birinci
toplananlar,o birinds isa hamin satir elementlari olaraq ikinci toplananlar
goturtliir.

8. Determinantin har hansi satrinin vo ya slitunun biitiin elementlorini bir
adada vurub,digar bir satir va ya siitun iizorine alave etsok,determinantin
giymati doyismaz.

Tars matris
Tutaq ki, A har hansi tortibli kvadrat matris va | hamin tartibli vahid matrisdir.

Bu halda AB=BA=I barabarliyini 6doyan kvadrat B matrisino A matrisinin tars
matrisi deyilir vo B=A" ilo isaro olunur.

Teorem: Kvadrat A matrisinin tors matrisi olmasi ti¢iin onun determinantinin
sifirdan forqli olmas1 zaruri vo kafidir.

Ayn Az o Ap

n tortibli kvadrat matrisin tors matrisi A= = ﬁ A1z _ffl%?_ Anz

Ain Axn - Amn
diisturu 1la tapilir.

Burada Aj; (i,j=1,2,...,n) ilo A matrisino uygun determinantin a;; elementinin
Cobri tamamlayicisi isara olunmusdur. Determinanti sifra barabar olan matriss
cirlasmig matris,determinanti sifirdan farqgli olan matrisa cirlasmamug matris
deyilir.

1 2 0
Misal: A =13 2 1| matrisinin tors matrisini tapin.
0o 1 2

12



1 2 0
3 2 1
0 1 2
g6ro,A matrisi cirlasmayandir vo onun A™ tars matrisi var:

Holli:det A = =4+0+0-0—-1-12 = -9 # 0 olduguna

1 All A21 A31
A‘1=detA A, A, Asp | diisturuna asasan tors matrisi tapag.

A13 A23 A33

IS FE N 2 U P __y2+1]2 O] _ _
A= (DWT |=4-1=3; M =D J|=—4

2 0 3 1
Azl = (=1)** |2 1 =2; A = (=1)**? |O 2 = —6
_ 2|l O] _ _ 2|l O] _
Ay = (D] | =2 Az, = (D] | =1
— (— 1+33 2_ - (_ 2+31 2 _
s = (D20 {| =3 Aps = (D) =1

Oldugundan

13



Bozi hallarda tors matrisi tapmaq tigiin matrisin elementar ¢evirmalarinag
asaslanan asagidaki tisuldan istifada olunur.

a) Matrisin satirlorinin (siitunlariin) yerini doyismoak.

b) Matrisin satrini (siitununu) sifirdan fargli ixtiyari adads vurmaq ve ya
bolmoak.

c) Matrisin hor hansi bir satrini (stitununu) bir adods vurub basqa bir satrin
(stitunun) tizoring slava etmak lazimdir.

n tortibli A matrisinin tors matrisini tapmagq ti¢lin onun sag torafinds I vahid
matrisi yazilaraq alian diizbucaqli matrisin yalniz satirlori tizorinds elementar
cevirmoalor aparmaqgla A-nin yerinds I vahid matris alinmasina nail olurlar. Bu
zaman | matrisinin yerindo alinan yeni matris A-nin tors matrisi olur.

2 7 3
Misal: A = (3 9 4) matrisinin tarsini elementar ¢evirma Vvasitasilo tapin.
1 5 3
2 7 3|11 0 O 1 5 310 0 1
(3 9 4[0 1 0>—><2 7 3|1 0 O)—>
1 5 310 0 1 3 9 40 1 0

14



1 5 310 0 1 1 5 3]0 0 1
—>(0 -3 =31 0 —2)—><0 -3 =3]1 0 —2)—>
0 -6 =510 1 -3 O 0 11-2 1 1

6 3 2 ’ 2 .
15 0 1 0 0o 3 "3
~(0 1 of 5 -1 —=|-|0 1 0|5 . 1|-
00 1f° . 0 0 1|3 3/
-2 1 1
1
A=\ 5 1 1
3 3
-2 1 1
Matrisin rangqu.
Tutaq ki,(mxn) ol¢iili
i1 A1z 0 Qqn
A= %1 Q22  dzn
Am1 Am2 *° Qmn

Matrisi verilmisdir. Bu matrisin k<min(mxn) sortini 6doyan ixtiyari k sayda satri
ilo k sayda siitununun kosismasinds duran elementlorindon diizoldilmis k tortibli
determinanta A matrisinin k tartibli minoru deyilir.

Tarif: A matrisinin sifirdan forgli an yiiksak tortibli minorunun tartibins bu
matrisin ranqu deyilir.

A matrisinin ranqi ranqA=r(A) kimi isara olunur va 0<r(A)<min(mxn)
borabarsizliyini 6doyir. Matrisin ranqin1 hesablamagq ti¢iin iki tisuldan istifado
edirlor. Birinci iisul segma ilo matrisin sifirdan forgli on yiiksok tortibli
minorunu tapmaga ossaslanir.

15



Bu zaman nazors almaq lazimdir ki,matrisin ranqi r-o baraboardirsa,onda tortibi r-
don boylik olan biitiin minorlar1 sifra barabardir.

Torif. Matrisin Xatti asili olmayan Satirlorinin maksimal sayina matrisin rangi
deyilir. Matrisin ranqini hesablamagin ikinci iisulu onun iizorinds aparilan
elementar ¢evirmoalors asaslanir. Elementar ¢evirmalor naticasinds matrisin
ranq1 doyismir.Elementar ¢evirmalor vasitasilo har bir matrisi diaganal soklo
gatirmok olar. Aydindir ki, diagonal saklinda olan har bir matrisin ranq1 bas
diagonalda olan sifirdan forgli elementlorin sayina barabardir.

Xotti tonliklor sistemi vo onlarin halli.
Asagidaki xatti tonliklor sistemine baxaq:

ai1X1 + A12X2 + -4 A1nXn = b]_
ar1Xq + aAyroXo + .-+ AoxnXn = bz (1)

Am1X1 + QX + -+ ApnXn = by

Burada a;; haqigi amsallar,b; sarbast hadlor,x;, i = 1,m,j = 1, n axtarilan
machullardir. (1) xatti tonliklor sisteminds b;=b,=...=b,,=0 oldugda ona xatti
bircins tonliklor sistemi,sarbast hodlordon he¢ olmasa biri sifirdan fargli oldugda
ISo ona Xxatti bircinsli olmayan tanliklor sistemi deyilir.

Hoalli olan sistema uyusan (birga),halli olmayan sistemas iss uyusmayan (birga
olmayan) sistem deyilir.Uyusan sistemin bir va ya bir nec¢o halli ola bilor. Ogor
uyasan sistemin bir halli varsa ona miiayyon,birden ¢ox halli varsa ona geyri
miayyan sistem deyilir.
(1) sisteminin machullarinin amsallarindan diizolmis asas matris:

A1 Q12" Qqn

a a cee a

e

Am1 Am2 " Amn

A matrisina tonliklorin sag torafindoki sarbast hadlordan ibarat olan siitunu alave
edib yeni genislonmis matrisi A ilo isaro edok.

16



by

aiq aiz ... QAqn
A=| @21 0Qz22.. 0Qzpn by
aml amz nn amn b
m

Xatti tonliklor sisteminin Kramer qaydasi ilo halli.

(1) sisteminda moachullarin say1 tonliklorin sayma barabar oldugda (m=n) hamin
sistemin holli Kramer qaydasi ila tapilir. Tonliklorin say1 machullarin sayina
barabar olan asagidaki sistema baxaq:

ai1XxX1 + A12X> + oo 4 A1nXn = bl
a,1X1 + ar72X», + .-+ AoxnXn = b2 (4)

Bu sistemin omsallarindan va sorbast hadlorindon asagidaki
determinantlar1 diizaldok:
A1 Qg2 Ain

Az1 Q2" Azn
A=

An1 An2 *** Qnn

Bu determinanta verilmis sistemin asas determinanti deyilir.Sistemin osas
determinantinda ardicil olaraq i-ci siitunu sarbast hadlardan ibarat olan siitunla
avoz etdikds alinan determinantlart Ay , Ay, ..., Ay, (i=12,..,n) ilo isara
etsok alinar.

by ajp-ay a1y by agy a1 Qg by
A = b, ajy--azy A = Ap1 by--dyn A = (p1 Qpp°° by
xl_ ee o K x2_ Jd00 xn_ eee see see see ses see
bn An2 " Ann an1 bn Ann Anq App " bn

Kramer teoremi.(4) xatti tonliklor sisteminin asas determinanti1 A% 0
oldugda,onun yegana halli var va bu hall asagidaki diisturlarla tapilir:

17



A%} Ay Ay
X1 =K,XZ =K,...,xn = A

Bu diisturlara Kramer diisturlari,hallin bu gayda ils tapilmasina iso Kramer
qaydas1 deyilir.

Misal : Xatti tonliklor sistemini Kramer qaydasi ils hall et.

xl—x2+x3=5
2x1+x2+x3=6
X1+X2+2X3=4

Holli:Sistemin asas determinantini hesablayagq.

1 -1 1
A=12 1 1l=2+2-1-1-1+4=5=%0
1 1 2
5 —1 1 1 5 1 1 -1 5
AM=l6 1 1|=1508,=]2 6 1|=-508,=]2 1 6|=5
4 1 2 1 4 2 1 1 4
A, 15 A, =5 A, 5
=—=—=3’ :—:—:—1’ =—=—=1.
M= AT 2= T g ¥TA T

Xatti tonliklor sisteminin matris iisulu ilo halli.

(4) sisteminda mochullarin amsallarindan diizolmis matrisi A, sarbast hadlardan
diizolmis siitun matrisini B,machullardan diizalmis siitun matrisini X ilo isara

edok.

A11 Q12" Ain X1 by

Az1 QApz°0Qyn X b
A=|7...7...71x=("?|B=|"2

An1 AQn2 *** Apn Xn bn

(4) xotti tonliklor sistemini matris soklinds yazag.

18



A1 Q12" Ain X1 b4

a a ...a - - -
T B R b:Z voya A - X = B. Bu tonlik matris tonlik
An1 An2 " Ann Xn by
adlanir.

Onda (4) xatti tanliklor sisteminin matris halli: X = A~1 . B,

Misal.

2x1+ 3xy+2x3=9
X1+ 2xy —3x3 =14
3x1+4x, +x3 =16

2 3 2 X1 9
Haolli.A = (1 2 —3), X = (xz), B = (14).
3 4 1 X3 16

Matris tonliyin halli X = A™1 - B oldugundan A~ matrisini tapag.

1 Ajr Ay Az
At =— A4, Ay Az

A
A13 A23 A33
2 3 2
A=<1 2 —3>=—6
3 4 1
12 =3 1 -3 o2
A =) 1| 14, Ay, = |3 1|_ 10,,413_|3 S =2

A21=_|i i|=5’A22=|§ i|=_4ﬂ423=—|§ i|=1

_ |2 3|_

A31=|§ —23|=_13’ A32=_|§ —23|=8’A33_ 1 2071t

1 /14 5 -13
Al=—[(-10 -4 8
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X1 1 /14 5 -13 9
X=<x2>=A—1-B=_—6<—10 -4 8 )-(14)
X3 -2 1 1 16
1
-6

1 126 + 70 — 208 —12 2
=g’ —90 — 56 + 128 | = —18 ) =1 3
18 +14 + 16 12 —2

Demoali X;=2,X,=3,X3=-2 alinir.
Xatti tonliklor sisteminin Qauss tisulu ilo halli

aj1Xx1 + aA12X2 + .-+ A1nXn = bl

Ay1X1 + Xy + -+ Aypxy, = b : : : :
L T + 2nm 72 Bu sistemin determinanti sifirdan forgli
An1X1 + ApaXy + -+ appX, = by,

oldugda onu Kramer qaydasi ilo hall etmok olar.Verilmis xatti tonliklor

sistemindo machullarin sayi tonliklorin sayina barabor olmadigda sistemi

machullarin ardicil yox edilmasi tisulu va ya Qauss iisulu ilo hall edirlor.Qauss

usulunun mozmunu misal tizorindo:

X1+ 2xy —3x3+2x, =1
2X1 — Xy — 2X3— 3Xx4 =2
3x1 — 2x, —x3 + 2x4 = =5
2x1 — 3xy + 2x3 + x4, =11

Hoalli: Sistemin birinci tanliyinin har iki torafini 2-ys vurub alinan barabarliyi
uygun olaraq 2-Ci va 4-cii tonlikdan toraf-torafs ¢ixaq,sonra birinci tonliyin hor
Iki tarafini 3-o vurub alman tonliyi 3-cii tonlikdon torof-tarafs ¢ixsaq alinar:

X1+ 2x, —3x3+2x, =1
—5x, +4x3 —7x, =0
—4x, + 8x3 —4x, = —8
—7x, +8x3—3x4, =9

Bu sistemin 2-ci tanliyindan 3-cii tonliyini torof-torafs ¢ixsaq vo alinan
barabarliyin hor iki torafini (-1)-o vursaq alinar:

20



X1+ 2x, —3x3+2x, =1
Xy +4x3 + 3x, = —8
—4x, + 8x3 —4x, = —8
—7x5 +8x3 —3x4, =9

2-Ci tonliyin hoar iki tarafini avvalca 4-5 ,sonra da 7-ya vurub alinan
barabarliklari uygun olaraq iigiincii va dordiincii tanliklarls toplayaq:

x1+2x2—3x3+2x4=1
X9 + 4x3 + 3x4_ = —8
24x3 +8x4 = —40
6x, =13

Vektorlar va onlar iizarinda amoallor
Yalniz odadi giymati ilo xarakterizo olunan kamiyyatlors skalyar kamiyyatlor
deyilir.Masalon:uzunlug,sahas,hocm, kiitlo va s. Skalyar kamiyyatlordir.
Qiymat va istigamati ilo xarakterizo olunan komiyyatlora vektorial koamiyyatlor
va ya vektorlar deyilir.Masalon qiivva,harakatin siirati,tacili va s. Vektorial
Komiyyatlordir.
Vektorial kamiyyatlori handasi olaraq istigamatlonmis diiz xatt parcasi ilo
gostarirlor.Vektorun istigamati ox isarasi ilo gostoarilir.
B
A noqtesi vektorun baglangici,B noqtasi ise sonu adlanir. /
Bu vektor AB Vs ya a kimi isars olunur.Vektorun uc noqtalori arasindaki
masafays onun uzunlugu va ya modulu deyilir /s hrygun dlaraq AB ,yaxud a
kimi isaro olunur. 3
Baslangic va son noqtalari st tisto diisan vektor sifir vektor adlanir va O ils isara
olunur.Sifir vektorun uzunlugu sifir,istiqgamati isa geyri miiayyandir.Uzunluglar1
Va istigamatlori eyni olan vektorlara barabar vektorlar deyilir.
Vektorlar toplamag,bir vektordan digarini ¢ixmag,vektoru istonilon adads
vurmaq mimkiindiir.Bunlara vektorlar {izorinda Xatti amoallar deyilir.

a vo b vektorlarini toplamagq {i¢iin b-nin baslangicini 6z istiqamati ilo @-nin son
noqtasing gotirmok lazimdir.
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Bu halda baslangici a-nin baslangicinda,sonu isa b-nin sonunda yerlason vektor

bu vektorlarin comi adlanir. /a/\?

/——>
a+b

Uc vo daha cox vektoru toplamagq ii¢iin bu b N‘

vektorlar paralel olaraq elo siiriigdiiriiliir ki,
ikinci vektorun baslangici birincinin sonu ilo, d
lictincli vektorun baslangici ikinci vektorun a
sonu ila va s. ,sonuncu vektorun baslangici
ondan avvalkinin sonu ilo iist tisto diissiin. m
Noaticada birinci vektorun baslangicini axirinci vektorun sonu ilo birlogdiran
vektor bu vektorlarin comi hesab olunur.

m=a+b+c+d
Boazon m vektoruna verilon vektorlarin gapayici vektoru da deyilir.
a Vo b vektorlariin fargi elo ¢ vektoruna deyilir ki,onu b ilo topladiqda a

vektoruna barabar olsun.c=a-b

Iki vektorun comini vo forqini onlar iizerinds paralelogram qurmaglada tapmagq
olar.Buna paraleloqram gaydasi1 deyilir.

a+b

o
S

Veektorlarin vektorial hasili vo xassalori

22



Torif: a vektorunun b vektoruna vektorial hasili asagidaki ti¢ sorti 6doyan ¢
vektoruna deyilir,
1. C vektorunun uzunlugu a vo b vektorlari iizorinds qurulmus
paralelogramin sahasina barabar olsun,

¢l = |al|b|sing

2. ¢ vektoru a va b vektorlarinin miistavisine perpendikulyar olsun.
3. a,b,c vektorlar sag oriyentasiyali olsun(horokat saat eqrebi istigamatinds
olduqda)

Vektorial hasilin xassalari
1. vektorial hasil yerdoyisma Xxassasine tabe deyildir.

la,b] = —|b, qa]
2. Skalyar vurugu vektorial hasil isarasi xaricina ¢ixarmagq olar.
[ya.b] = |ayb] =v|ab]
3. Vektorial hasilds paylanma ganunu dogrudur.
la,b +¢c] =|a,b] + [a cl.
Vektorial hasil asagidaki diistur ilo tapilir.
Lo a, a
_ T y
[a,b] =% 4y Qz| = |y bz
b, b, b, Y
Misal:@a = —2i + 3j — 4k v@ b = i — 2j + 3k vektorlarinin vektorial hasilini
tapaq:

a; Qx|-
[+

b, b,

ay a,

by bylk

Jj+

5] = =12, S+ i+ 2

_N e~

J
A _
—2 § _
=i—10j -7k

Vektorlarin garisiq hasili vo xassolori
Torif: avl@ b vektorlarinin vektorial hasilinin ¢ vektoruna skalyar hasilino
a, b , € vektorlarinin qarisiq hasili deyilir vo ([C_l, E], E) kimi isara olunur.
Qarisiq hasilin xassalori:
1. @, b, ¢ vektorlarinin dairavi yerdoyismasi naticasinds onlarin garisiq hasili
doyismir.
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2. Qarisiq hasilds ixtiyari iki vektorun yerini doyisdikds qarisiq hasilin yalniz

isarasi doyisir.
3. @, b, vektorlarinin garisiq hasili sifra barabardirss onda bu vektorlar
komplanar olar.

Misal:@a =2i—j—kvB b =i+ 3j—k,¢ =i+ j+ 4k vektorlarinin

qarisiq hasilini tap.
- a1 |3 1| |1 1| |1 3
(@8 =1 3 -1|=2F -|* 7-
{1 1 4 1 4 1 4 1 1
=26—-5+2=23

Funksiyanin téramasi.

Tutaq ki,y=f(x) funksiyas1 (a;b) araliginda toyin olunmus funksiyadir
Vo xe(a;b). Arqumentin X néqtasinds aldigi Ax artimina uygun
Ay=f(x+Ax)-f(x), x+Ax €(a;b) olar.

Torif: Arqumentin artimi istonilon gayda ilo sifra yaxinlasdigda

f(x+Ax)—f(x)
Ax

: , A d _
funksiyanin téromasi deyilir vo y’,d—i},f’(x) Ilo isaro olunur.

nisbatinin sonlu limiti varsa,onda hamin limits verilmis

+Ax)— , ,
f (x + Ax) f(x>=f(x)=y:%=...

lim

Ax—0 Ax

Verilmis x néqtasinda toromasi olan funksiyaya homin néqtada
diferensiallanan funksiya deyilir.(a,b) intervalinin har bir néqtasinds
toromasi olan funksiya hamin intervalda diferensiallanan funksiya
adlanir.
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Camin,hasilin va nisbatin téramasi

Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a, b] par¢asinda tayin olunmusdur va X isa bu
parcanin daxili nogtasidir.

Teorem 1.x noqtasinds diferensiallanan y=f(x) funksiyasi homin
noqtada kasilmayandir. Bu teoremin torsi dogru deyil,yoni verilmis x
ndqtasinda kasilmayan funksiyanin hamin néqtads toromasi olmayada
bilor.

Teorem 2.Verilmis x ndqtasinds diferensiallanan sonlu sayda
fi(t) (k = 1,2, ...,n) funksiyalarinin comi do homin néqtads
diferensiallanandir vo Comin téromasi toplananlarin toromalari comina

barabardir:
[z fk(x)] = z fie' (x)
k=1 k=1

Teorem 3. Verilmis x noqtasinds diferensiallanan f(x) va g(x)
funksiyalarmin hasili do hamin néqtads diferensiallanandir vo hasilin
toromosi asagidaki gayda ilo hesablanir:

F () - 9@l = f(x)g(x) + 9" (x)f (x)
Bu teoremdon asagidaki naticalor ¢ixir:

Natical. Sabit vurugu téromo isarasi xaricine ¢ixarmaq olar:[cf (x)]' =
cf"(x)

Natica 2. x ndqtasinds diferensiallanan f(x) vo g(x) funksiyalarinin
farqido homin noqtads diferensiallanandir vo funksiyalarin farginin

toromasi onlarin toromalari forgine barabardir:
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f () —g@)]" =f'(x)—g'(x)

Teorem 4. x noqtasinda diferensiallanan f(x) vo g(x) funksiyalarmin
nisbati homin néqtads diferensiallanandir va nisbatin téromasi
asagidaki gayda ilo hesablanir:

[ ' F009@ - g W@
g(x) [g@P

Miirakkab vo tors toramalori

9gar x = @(t) funksiyasi t noqtasinda,y=f(x) funksiyasi uygun x
noqtosinds diferensiallanandirsa,onda y = f[¢@(t)] miirokkob
funksiyasi da t noqtasinds diferensiallanandir vo onun téramasi
asagidaki diistur ilo tapilir:

(fle@®D" = f'(x)e'(t)

Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a, b] par¢asinda toyin olunmus,kasilmoyan,
monoton funksiyadir vo onun [c, d] par¢asinda kasilmayan x = ¢ (y)
tors funksiyasi var va onun téromasi beladir:

1
0 (yo) = 7 (x0)

Elementar funksiyalarin toromalari

1. (log, x)' = —

xlna

2. (Inx)' = :

X
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3 [ef(X)]' = ef® . ' (x)

4. (e*) =e*

5. (x%) = ax®1

6. [sinf(x)]" = cosf(x) - f'(x)
7. [cosf(x)]" = —sinf(x) - f'(x)

8. [tgf(x)] = L&

cos?f(x)

9. [etgf(x)] = — L&

sin?f(x)

Funksiyanin diferensial
Tutaq ki, f(x) funksiyasmin x néqtasinds f'(x) téromasi var. Onda toramanin
torifino gora

. A ! A Y 1
hmAx_,OA—Z = f'(x) vA ya A—Z = f'(x) + a(Ax), limp,o a(Ax) =0

Buradan alariq ki, Ay = f'(x) - Ax + a(Ax) - Ax. Buradan goriiniir ki, funksiya
artimu iki hissadon ibaratdir. Birinci f'(x) - Ax hissasine funksiya artiminin bas
hissasi deyilir.

Torif: Diferensiallanan y=f(x) funksiyasinin x noqtasinds arttminin bas hissasine
onun x noqtasinda diferensiali deyilir vo dy vo ya df(x) ils isara olunur:

df (x) = f'(x)Ax vR ya dy = f'(x)Ax

Funksiyanin diferensiali onun téramasi ilo arqumentin diferensiali hasilina
borabardir:
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dy = f'(x)dx.
Diferensialin taqribi hesablamaya tatbiqi.

. a(Ax) - Ax _
lim = lim a(Ax) =0
Ax—0 Ax Ax—0

oldugundan funksiya artiminin ikinci hissasi Ax artimina nozaron daha yiiksak
tortibdon sonsuz kigilondir. Ona gora do Ay = dy toqribi boraboarliyini yaza
bilorik. Buradan

flx+Ax) — f(x) =f'(x)Ax vBya f(x+ Ax)=f(x)+ f'(x)Ax

Bu barabarlikdan istifado edarak,bir ¢ox funksiyalarin tagribi giymatlorini
hesablamaq ti¢iin sads diisturlar almaq olar.

Lagranj teoremi

[a, b] parc¢asinda kasilmayan va (a,b) intervalinda diferensiallanan y=f(x)
funksiyazi iiglin hamin intervalda yerlasan elo ¢ ndqtasi var ki, bu ndqtads

f)—f(a)=b-a)f'(c)
Bu diistur Laqranj diisturu vo ya sonlu artimlar diisturu adlanir.

Lagranj teoreminin hondasi monasi onu gostarir ki, teoremin sartlori 6donildika
y=1(x) funksiyasinin qrafiki olan oyri tizarinds elo C noqtesi var ki, bu noqtado
ayriya ¢okilon toxunan AB vatarina paraleldir. Y

A

R

oF—-==--

v

1 d(u“)= ou“du

2. d(@”)=a"Inadu
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d(e")=e"du

du du
3. (log;0) o 0% ina

d(lnu):%

4. d(sinu)=cosu.du

d(cosu)=—sinu du

du
d(tgu)=—;
cos  u
du
d(Cth)=— . 9
Sin— u
: du du
¢ dfarcsinu)= — d(arctg u)=1+u2
d(arccosu) = — du
1-u?
d(arctgu)=— duz

1+u
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Qeyri miiayyan inteqral
Tarif. [a,b] parcasmm biitiin noqtalorinds
F'(x)=f(x) (1) wvoya dF(x)=f(ydx  (2)

boraborliyi 6danilerss , onda F(x) funksiyasma f(x) funksiyasmm [a,b] parcasinda ibtidai
funksiyasi deyilir.

Onda F(x) funksiyas1 f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyasidirsa , onda C V sabit odad
oldugda F(x)+c funksiyast da homin f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyasi olar.

(1) borabarliyina goro :
[FOJ+cl = F'(x)=1(x)

Buradan aliriq ki, agor f(x) funksiyasinin bir F(x) ibtidai funksiyas1 vardirsa onda F(x)+c
soklindos olan sonsuz sayda biitiin funksiyalar da homin funksiyanin ibtidai funksiyasidir.

Teorem. f(x) funksiyasmm V iki F(x) vo ®(x) ibtidai funksiyas1 bir-birinden sabit adodlo
forglonir: d(x) =F(x)+c (3).

Tarif. f(x) funksiyasmm [a,b] pargasinda biitiin ibtidai funksiyalar1 ¢oxluguna f(x)
funksiyasmin homin parcada geyri-miisyyan inteqral deyilir va

_[ f(x)dx  (4)

kimi isaro olunur. Onda jf(x) dx=F(x) +c (5)  olar. Burada |- isarosi , x-
inteqrallama dayisoni , f(x) inteqralalti funksiya , f(x)dx iSo inteqralalt1 ifado adlanir.

Qeyri-miiayyan inteqralin sada xassalari.
j f(x)dx=F(x)+c (1) F(x)=f(x) (2
Xassa 1. Qeyri-miioyyan inteqralin tdromasi inteqralalt1 funksiyaya barabardir;
(roe) =100 @

Xassa 2. Qeyri-miioyyan inteqralin diferensiali inteqralalti ifadoyo barabardir.

d([ £(x)ax)= £ (x
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Xassa 3. Hor hansi funksiya diferensialinin geyri-miioyyon inteqrali homin funksiya ilo v
sabitin comino borabardir. _[dF(x) =F(X)+c

Xassa 4. Sonlu sayda funksiyalar cominin geyri-miiayyon inteqrali onlarin geyri-miiayyan
inteqralinin comina barabordir ;

I[fl )+ fo(x)+...+ f,(x )}jx=j fl(x)dx+_[ fz(x)jx+...+_[ fr (x)dx 4)
Xassa 5. Sabit vurugu inteqral isarasi Xaricina cixarmagq olar.
_[Af (x)x = A_[ f (x)dx (5)

Natica: Iki funksiya farginin geyri-miioyyan inteqrali onlarin geyri-miioyyan inteqrallarmm
forgina barabardir.

JLf ()= @) dx= [ £ (xix - [ o(x)ix (6)

Xassa 6. Inteqralin inteqrallama doyisonine nozeran invariantliq xassasi vardir, yani
j f(x)dx = F(X)+c

olarsa ,onda istonilon diferensiallanan u=u(x) funksiyasi ii¢iin

j f(u)du=F(u)+c (7) olar.

asas inteqgrallar cadvali.

a+l

1. Ixzdx=x +C, ax-1 11. _[ 5 =arctgx+C
o+l 1+x°
dx 1 X
. |—=In C ) == =
2 jx X+ 12 Ia2+x2 aarctga+C
) dx 1, la+Xx
3. _[smxdx=—cosx+C 13. _[2 7=l +C
a—x a |a—X
4, Icosxdx=sinx+C 14. I dx =arcsinx+C
\/1—x2
dx
5. =tgx+C 15. —arcsm Xic
jcoszx I,/

6. j d>2< = —ctgx+C

dx
16. | ——
sin“ x -[ /xziaz
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7. Itgxdx:—ln|cosx|+C 17. Ichxdx:shx+C

8. jctgxdx=|n|sinx|+C 18. Ishxdx=chx+C
dx
9. |e¥dx=e*+C 19. | ——=thx+C
J‘ IChZX
« a* dx
10. Ia dx=—+C 20. _[—z—cthx+C
Ina sh2x

Inteqrallama iisullar: .

1.Dayisani avazetma iisulu.

Bu iisulda dayison yeni bir dayisonlo avaz olunur. Bu yeni doyigons goro alinan inteqralalti
funksiyasi1 asan hesablanir.

j f (x)dx = F(x) +¢ (1)

x = ¢(t) diferensiallanan funksiya olarsa , onda

dx = ¢'(t)dt (2)
olar. Buna gorads (2)- ni vo (1)-do nozars alsag onda
[ 10Jdx=[ flo@®)] o'(t)dt 3

borabarliyi alinir. Buna dayisonin avazetmo diisturu deyilir.
2. Hissa- hissa inteqrallama diisturu.

Tutaq ki, u va v kamiyyatlori x-in diferensiallana bilon funksiyalaridir. Onda ,uv hasilinin
diferensiali

d(uv) = udv+vdu
diisturu ils hesablanir. Buradan inteqrallamagqla

uv=_[udv+_[vdu

yaxud

_[udv=uv—_[vdu
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aliriq. Axirinci diistura hissa-hisss inteqrallama diisturu deyilir.

Miiayyan inteqgral.

Tarif.f(x) funksiyasi ticiin [a,b] pargasinda diizoldilmis f (&, )Ax, integral cominin  A(T)—0 sortindo
sonlu J limiti varsa , onda f(x) funksiyasmna [a,b] par¢asinda inteqrallanan funksiya, J adadins iss onun
[a,b] pargasinda miioyyaon inteqrali deyilir vo

b

j f (x)dx

a

ilo isaro edilir.
b _ n—-1
[f(x)dx= |Bm > f (‘:k) Ay
a 7L(T —>0k=1

Burada f(x) funksiyasi inteqralalti funksiya , a vo b adadlori miioyyan inteqralin asagi vo yuxari sarhadlori,
X dayisani isa integrallama doyisoni adlanir.

Miiayyan inteqralin asas xassalari.
Xassa 1. Sabit vurugu miiayyan inteqralin isaraSi Xaricino ¢ixarmagq olar.

b b
[ A f(x)dx=A[ f(x)dx
a a

Xassa 2. Sonlu sayda f(x)..., fy(x) funksiyalarinin cominin miioyyan

inteqrali
toplananlarin miiayyan inteqrallarinin comina borabordir.

bl n m
LLZ:‘& f (x)} dx = kZ::l f (x) dx

Xassa 3. Istonilon ¢ ndqtasi tigiin
b C b
£ f(x)dx=£ f(x)dx+l f (x) dx

borabarliyi dogrudur.

b
Xassa 4. a<x<b parcasinda f(x)>0 olarsa, onda gf(x)dxzo.

Xassa 5. a<x<b parcasinda kasilmayan istonilon f(x) funksiyasi ti¢lin
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b b
?:[ f (x)dx| < 2[1‘ f (x)[dx
borabarsizliyi dogrudur.

Xassa 6. [a,b] parcasinda inteqrallanan F(x) Vo ¢(x) funksiyalariin hasili
do

homin pargada inteqrallanandir.

Nyuton-Leybnis diisturu.

Miiayyan integral bahsinds geyd etdik ki, verilmis funksiyanin miisyyan inteqrali homin funksiya
ticiin diizoldilmls | cominin limitidir. Lakin geyd etmok lazimdir ki, bu iisulla miloyysn inteqrali
hesablamagq olverisli tisul deyildir. Ciinki bu tisuldan istifado etdikdo miirokkob cominin limitini tapmaq
lazim golir. Bu da cox vaxt miimkiin olmur vo ya miioyyen texniki cotinliklorlo bagli olur. Bu sobobdon do
miloyyon inteqralin hesablanmasi ti¢iin alverisli olan Nyuton — Leybnis diisturunu dyronmak lazim golir.

[a.b]

Teorem. parcasinda kosilmoayan £%) funksiyasunin ibtidai funksiyalarindan biri @ (X)

funksiyasidirsa , onda

i f(x)dx=®(b)-d(a) (1)

diisturu dogrudur. (1) Disturuna Nyuton — Leybnis diisturu deyilir.

Hissa - hissa inteqrallama.

Tutaq ki, u vo v kamiyyatlori x-in diferensiallana bilon funksiyalaridir. Onda
(uv) =uv+uv’

eyniliyin har iki torafini [a.b] par¢asinda inteqrallayaq ;

b b b
;(u v) dx = gu’vdx + :guv’ dx (1)
Burada | (uv),dx =uv+c  oldugundan
b b

g(u v)’ dx =uv .

ona gora (1) barabarliyini
b

é’ludv =uv b

b
a—gvdu
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Kimi yazmaq olar.

Dayisani avazetma iisulu.

Teorem . Tutaq ki, 1) £(%) funksiyas1 [a,] par¢asmnda kasilmayandir ;
2) x=@(t) funksiyasi vo onun ¢’(t) téromasi [0,B] parcasinda kasilmoyandir ;
3) [0 B] parcasmda a=0(a)<e(t)<e(p)=b (1) miinasibati 6danilir.
Onda

b g
[ T(x)dx=] floft)lo't)dt

barabarliyi dogrudur.Bu diistura miiayyan inteqralda doyisoni ovazetms diisturu deyilir.

Miiayyan inteqralin tatbigi ilo miistovi fiqurlarinin sahslarinin, firlanma
cisimlarinin hacminin va cismin getdiyi yolun tapilmasi.

1. Paralel kasiyin malum sahasino gdra cismin hocminin hesablanmasi. 9gor miistavi OX
oxuna perpendikulyar olarsa, onda cismin miistovi ilo kosiyinin sahasi X doyisoninin funksiyasi olar, yani

s=35(X), a< x<b. Ondacismin OX oxuna perpendikulyar olan X =a vo X = b miistovilori aralarmda
galan hissasinin hocmi asagidaki diisturla hesablanir:

Vv :TS(x)dx.

2. Firlanmadan alinan cismin hocminin hesablanmasi. Y = f(X) ayrisi, OX oxu vo X=a,

X =D diiz xotlori ilo mohdud olan oyrixatli trapesiya OX oxu otrafinda firlanirsa, firlanmadan alinan
cismin hacmi

V = ni y*dx

dusturu ila hesablanir.

V. Firlanmadan alinan sothin sahosi. Tutag ki, Y= f(X) mistovi ayrisinin OX oxu
otrafinda firlanmasindan alinan soth verilmisdir. Bu sathin @ < X < b pargasinda uygun hissesinin sahosi

S, = Zni yy1+ (y)2dx

diisturu ila hesablanir.
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Miiayyan inteqralin tatbiglori

1. Miistavi fiqurunun sahasinin hesablanmasi
Tutaq ki, f(x)[a, b] parcasinda kasilmayan vo monfi olmayan (f(x)=0) funksiyadir. Onda
miioyyan inteqralin hondoasi monasina gora ayrixatli trapesin sahasi iciin
b
S=Ji f()dx )
boraborliyini yazmag olar.

Ogor [a, b] parcasinda kasilmayan f(x) funksiyasi: miisbat deyilss, onda
[} f)dx <0 Y
y=yx

0 3 - X
Olar. Bu inteqralin miitloq qiymoati yuxaridan [a, b] parcasi, asagidan y=f(x) ayrisi,

yanlardan iso x=a vo x=b diiz xatlori ilo oshato olunmus trapesin sahasino borabor olar:

s=|/; f(x)dx| @ v

y=f(x)
Ogor [a, b] pargasinda kasilmoyon f(x) funksiyasi isarasini sabit saxlamirsa, onda

f: f(x)dx miiayyan inteqrali ox oxunda yerlasan oyrixatli trapesiyalarmn sahalorinin cabri

comina borabar olar. Ox oxundan yuxarida yerloson trapesiyalarin saholori comoa miisbat

isara ilo, agagida yerlogonlorinki iso monfi isars ilo daxil olar.

y
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0 a b
Ogor [a, b] parcasinda kasilmayan y=y(x), y = @(x) funksiyalar1 ¥(x) < ¢@(x)

miinasibatini 6dayarsa, onda askardir ki, onlarin amala gatirdiyi fiqurun sahasi

s=|12 w(0) - o(x)|dx
diisturu ilo hesablanar. y
y=1(x)
T
\y?M X
0' a b

Verilmis oyrixatli trapesiyani1 ohato edon y= f(x) (x=0) oyrisi parametrik sokildoa

verildikda do onun sahasini hesablamaq olar. Tutaq ki, y= f(x) (a<x<b) funksiyasi

y= Y(t)
{ Y= o(t) (a <t< pB)

parametrik sokildo verilmisdir. Burada x = ¢(t) funksiyas: monotondur, [, |parcasinda
kasilmoyan toromoesi vardir vo @(a) = a, @(B) = b boarabarliklorini 6dayir. Onda (3)
inteqralinda x = @(t),dx = @'(t)dt ovozlomasini aparsaq vo Yy=Ff(X)=f([@(t)] = ¥ (t)
oldugunu nazors alsag,

s=[’ f)dx = [F flo®le'Wdt= [F p(De' Dt @)
olar.
2. 9yrixatli sektorun sahasi

Miistovi lizorindo OA vo OB radius — vektorlar1 vo AB ayrisi ilo hiidudlanmis fiqura
baxaq. Belo fiqura morkazi koordinat baslangicinda olan ayrixatli sektor deyilir.

Polyar koordinat sistemindo AB oyrisinin p = f(6)(a < 6 < B) tonliyi verildikdo
OAB ayrixatli sektorunun sahasini hesablayaq.B6

/& £6)
—
6,6, %//‘
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O By Op+1p

Bu mogsadlo [a,f ] parcasmi ) =a < 0; <0, <+ < 0,1 <8, =f bolglsiinii
gotirok Vo 8 =6y =a, 6 =04, 8 =0,,..0 =6, = [ siialar verilmis sektoru n hissays
bolak. Cokilmis radius-vektorlar arasindaki bucaqlart uygun olaraq A8;A8,, ... A8,, ilo isars
edok.

0, vE 6., arasinda yerloson ), bucagma uygun radius-vektroun uzunlugunu py

ilo isara edok.
Radiusu p, Vo morkazi bucagiAg,, olan dairo vektorunun sahasi
1_,
ASi =5 P Aby
oldugundan
n
1

_ 1 ,
Sn = P Pr Dby = §2|f(9k) |A0),
k=1 k=1

cami pillavari sektorun sahasini verar.

Bu com p = f(0) funksiyasinin (¢ < 8 < f8) pargasinda inteqral comidir vo ona

gora A — 0 sortinds onun limiti
S=_p?df vByas =1 [’ f?(8)d6 (5)

ayrixatli sektorun sahasini veror.
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3. 9yri qovsiiniin uzunlugu

Tutaq ki, '=(AB) miistovi oyrisi diizbucagli koordinat sistemindo y=f(X) (a<x<Db)
tonliyi ilo verilmisdir. [a, b] parcasmin ixtiyari a=x, < x; < Xy < =+ < Xp_q1 <X, =Db
bolgiisiing, oyri tizorindo, koordinatlari uygun olaraq
X VB y, = f(x)(k=0,1,..n) olan A = My, My, ... M,,_1, M, = B ndqtalori uygun olar.
Bu noqtalori ardicil olaraqdiiz xatt parcalar: ilo birlosdirdikda I' ayrisi daxilina ¢okilmis
My, My, ...M,,_1,M,, smiq xotti adlanir. Onda I' oyrisi daxilino ¢okilmis smiq xottin

uzunlugu y

A=MM; MMy 1My,

n-—1
Pn - z Alk
k=0

olar. Siniq xattin an boyiik torafinin uzunlugu A olsun:
/1 = maX(Alo, All, ---Aln—l)-

Tarif. T ayrisi daxilino ¢okilmis siniq xattin uzunlugunun A = 0 sortinds sonlu limiti

varsa hamin ayriya sonlu uzunluglu ayri va

A-0

n—1
[ = lim 2 Al (6)
k=0

limitino onun uzunlugu deyilir.

Hamar T" oyrisi tigiin (yoni f(x) funksiyas1 va onun f'(x) téromasi [a, b] par¢asinda
kasilmayan olduqda (6) limiti var. Dogrudan da, Axy = xp41 — X Vo Ay, = f(Xks1) —
f (x;)oldugunu nozars alsaq

-1

B, = ) J1+I[f(E)]Axy
0

S

w
Il

olar.
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Bu ifads [a, b] pargasinda kasilmayan /1 + [f'(x)]? funksiyasinin integral comidir.

Buna goéra do miiayyan inteqralin torifino asasan

n-1 b
L= lin Y VT FGOPAw = [ T+ WP ()
k=0 a

olar.

Indi forz edok ki, hamar T oyrisinin tonliyi

{ y = 9(t)

y=0(t)’ (ax <t< pB)

parametrik sokildo verilmisdir vo ¢'(x) toromasi [a, B | par¢asinda heg yerda sifra gevrilmir.

Onda

dy Y
dx  ¢'(t)

oldugunu nozoro alaraq, (7) inteqralinda x=¢@(t) ovazlomasini (a=@(a), b = @(B))

aparmag olar:

(P L On o [ e
I—LJ1+[¢,(t)] w(t)—fam (O] + [¥' ()2t

Buradan parametrik sokildo verilmis hamar I" ayrisinin uzunlugunu hesablamaq iigiin

B
[ = f xi2+y/2dt  (8)
a

dusturu alinir.

Ogor hamar I" ayrisinin parametrik tonliyi

y = ¥(t)
y=9@) , (a=<t<p)
z = x(t)
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Soklinda verilarso, eyni mithakims ilo onun uzunlugunu

B
[ VW OPF W OF 7 OF  ®

diisturu ilo hesablamaq olar.

4. Cisimlarin hacminin hesablanmasi

1) Paralel kasiklarinin sahasins gora hacmin hesablanmasa.

Tutaq ki, fozada v cismi verilmisdir. Bu cismin, ox oxuna perpendikulyar miistovilorlo
kasiyinin sahasi molum oldugda, onun hacmini hesablamaq olar. v cisminin ndqtalori

absislorinin an kigik a, on bdyiiyii isa b olsun.

b X

V cisminin [a, b] pargasmin x néqtesinbo/ (a% b) L»/oxuna perpendikulyar

kegirilmis miistovi ilo kosiyinin sahosini s(x) ilo isaro edok. S(x) funksiyasmnin [a, b]

pargasinda kasilmoz olmasini forz edok.
[a, b] par¢asmin istonilon
A=Xo<X1<Xo<. . . <X.1<X,=b

bolgiisiinii gotiirok va x=xx (k=0, 1, 2,...n) bolgii néqtalorindon ox oxuna perpendikulyar
mistovilor kegirok. Bu miistovilor v sistemini laylara boliir. Hor bir laya kigik bir silindr
kimi baxsaq, onda [X, Xk+1] parcasina uygun laym oturacagmin S(§x) (X< &< Xs1),

hiindiirliyli AXg= Xy+1- Xk Vo hacmi togribon S(&x) AXxk odadina barabor olar.

Onda biitiin silindrlarin hacmi iigiin

n-1
Vo= ) SEIAT (11)
k=0

barabarliyini yazmagq olar.
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Tarif. (11) cominin A — 0 sartinda limiti varsa hamin limita v cisminin hacmi deyilir

Va V il isars olunur:

n—1
v=lim > SEAY  (12)
k=0

Sonlu hacmi olan cismo kublanan cism deyilir.

(11) comi s(x) funksiyasinin [a, b] pargasmin istonilon bolgiisiine uygun inteqral

comidir. Ona gora do (12) barabarliyindon

b
vzj S(x)dx  (13)

miinasibati alinar.
2) Firlanmadan ahinan cismin hacmi.

Ogor Vv cismi y=f(x)= 0 (a< x < b) oyrisinin ox oxu otrafinda firlanmasindan

alinmigsa, onda onun ox oxuna perpendikulyar miistovilorlo kasiklori dairalor olar. Bu halda

S(x)=my?* = m[f (x]*

olar vo buna gors do (13) diisturundan

b
V= nj [f(x]?dx (14)

alinar.
5. Firlanmadan alinan sathin sahasi

Forz edok ki, [a, b] pargasinda toyin olunmus f(x) funksiyasi homin parcada
kasilmayandir vo kasilmayan téromasi vardir. y=f(x) (a< x < b) ayrisinin 0x oxu otrafinda

firlanmasindan alman sothin sahasini hesablayag.

Bu moagsadlo [a, b] pargasinin ixtiyart a=xo<X;<Xp<...<Xp.1<Xn=Db

42



bolgiisiinii gotiirok. x=Xxx (k=0, 1, 2,...n) bolgli noqtalorino oyri iizorindo uygun olan
noqtalor Ac[X, f(Xk)] (k=0, 1, 2,...n) olsun. Bu ndqtalori diiz xatt pargalari ilo birlosdirdikdo

Ay, Ay, ... A, siniq xatti alinir.

AgAsAr A A1 Ax

[

Homin smiq xottin 0x oxu otrafinda firlanmasindan alinan sothin sahasi (kasik

0 | (a=XoX{XoXk Xk+1 anO X

konuslarin yan sathlarinin sahalori comi)

n—-1

n-1
Vi + YV
Po=2m ) P 2 (ki) e (15)
k=0 k=0

olar. Burada y=f(x) (k=0, 1, 2,...n) va

lk = |AkAk1] = \/(Axk)z + (Ayp)? = \/(Axk —x )%+ Ay —yr)* (k=0,1,..n—1

Tarif. (15) cominin A — 0 sortinda limiti varsa hamin limito o sathinin sahasi
deyilirva p ilo isars edilir:

n—1

P=limn ) Gi+ ¥l (16)
k=0

Ly-nin ifadasindo Ay, = f(xk41) — f(xg) forgine Lagraujin sonlu artim diisturunu totbiq
etmoklo, (16) boraborliyinds yazib miioyyoan ¢evirmo apardigdan sonra limito

kecorakfirlanmadan alinan sathin sahasi diisturunu

b
P= an FOOJ1I+[f (]2 dx (17)
soklinds alariq.
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oyri

{ y= ¢(t)

y= P@)’ (@=<t<f)

parametrik tonliklori ilo verildikds (17) diisturundan istifado etmokls onun firlanmasindan

alinan sothin sahosini hesablamaq olar. Bunun ii¢iin homin diisturda x = ¢@(t),x =

Y(t),y' = % yazmaq lazimdir. Onda

b
P(o) = an P(OVIP' O] + W' (D]2de  (18)

olar.
6. Isin miiayyan inteqgral vasitasilo hesablanmasi

Tutaq ki, M maddi noqtasi bir F qiivvasinin tasiri ilo os diiz xotti istigamatinds horokot
edir vo qiivvanin istigamoti horokat istigamotinin eynidir. M ndqtasini s=a Vvoziyystindan

s=b vaziyyatino kogiirmok ti¢iin F qlivvaesinin gordiiyii isi tapmaq tolob olunur.

1) F sabit olarsa, onun gordiiyii A isi, gedilon yol ilo F qiivvasi hasilina barabardir, yani
A=F (b-a)
2) Tutaq ki, F qiivvesi maddi noqtonin vaziyyatindon asili olaraq, kasilmadon doyisir,
yani qiivve, a< s < b parg¢asinda kasilmoyan F(s) funksiyasindan ibaratdir.
[a, b] par¢asmni uzunluglar1 AS;, AS,, ... AS,0lan n ixtiyari hissays bolok; sonra [Sk.1, Sk]
kicik pargasinda ixtiyari biréwmnoqtesi gotiiriib, F(s) qiivvasinin AS,(k=1, 2,...n) yolunda
gordiiyli isi tagribi olaraq
F (EASy

hasili ilo avoz edok. Bu 0 demokdir ki, har kicik pargada biz qiivvani sabit hesab edirik, yani
F=F (&) qobul edirik. Bu halda A&kafi godor kicik gotiiriiliirsa, onda F (&)AS, hasili
qiivvanin AS;, yolunda gordiiyii isin tagribi giymati,

An= ) F (5 )AS,
k=1
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comi isa F qiivvesinin biitlin [a, b] pargasinda gordiiyii igin togribi giymati olar.
Askardir ki, A, comi F=F(s) funksiyasi ii¢iin [a, b] par¢asinda diizodilmis inteqral
comidir. Bu comin maxAS; — 0 sortindo limitino F(s) qlivvasinin s=a ilo s=b ndqtalori

arasindaki yolda gordiiyii is deyilir. Demali,

b
A =f F(s)dx (19)

Diferensial tanliklar haqqinda iimumi anlayislar.

Sorbast doyison x, asili doyison Yy Vo onun A A y(n)
toromoalori daxil olan tonliys diferensial tonlik deyilir. y- doyisoninin
tonliya daxil olan an yiiksok toramasinin tartibina diferensial tonliyin
tortibi deyilir. n tortibli diferensial tonliyi asagidaki kimi gostormok
olar;

F(x,y,y',...,y(”))=0 (1)

Birinci tortib diferensial tanliyin halli bir v sabitdon , n tortibli
diferensial tonliyin halli iso n ¥ sabitdon asili funksiyalardir.

Diferensial tonliyin hollinin tapilmasi prosesina diferensial tanliyin
inteqrallanmasi deyilir.  Diferensial tonliyinin Vv sabitlordon asili
hallina onun timumi halli deyilir.  Diferensial tonliyin imumi hallino
daxil olan sabitlorin qeyd olunmus giymatlorinds alinan hallors xiisusi
hollor deyilir.

Diferensial tonliyin hallinin grafikino bu tonliyin integral oayrisi
deyilir. Birtortibli diferensial tonliyin inteqral ayrilori miistovi tizorinds
bir parametrdon asili ayrilar ailasi tagkil edir.

Diferensial tonliyi hall etmok , onun integral ayrilori ailasini toyin

etmok demokdir. ©gor diferensial tonliyinin  hollinin tapilmasi
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miioyyon funksiyalarin , geyri-miioyyon inteqrallarinin tapilmasina
gatirilirsa , bu halda tonliys kvadratura ilo hall edilon tanliklor deyilir.

Birtartibli diferensial tanliklar.

Birinci tortib diferensial tonliyinin imumi sokli asagidaki kimidir.

F(x,y,y')=0
(1)
Bozi hallarda bu tanliyi y' doyisanine nazaran hall edarak

/
y' = f(x, y)

(2)

soklinds yazmaq olar. Bu toromoaya nazaran hall edilmis birinci tartib
diferensial tonlikdir. Bu tonliyi bazi hallarda ona ekvivalent olan

dy — f(X, y) dx=0 (3)
soklinda yazirlar. Umumi halda bazon birinci tortib diferensial tonlik
M(x, y) dx+ N(x, y)dy =0 ()

soklinda tonliklora deyilir.
Kosi masalasi.

y'=f(x,y) diferensial tonliyinin ¥(x,)= Yo sortini 5doyan , yoni
X=X, olduqday=y,

olan hallinin tapilmasi masalasina birinci tartib diferensial tonlik {iciin
Kosi masalasi deyilir. Hondasi olaraq Kosi masalasi tonliyin biitiin

integral oyrilori igarisindon  My(Xo,Yo) noqtasindon kegan inteqral
oyrisinin tapilmasindan ibaratdir.
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Dayisanlarina ayrilan diferensial tanliklar.

Forz edok ki, M(X,y) vo  N(x,y) funksiyalar1 miistavi
tizorindo hor hanst D oblastdinda toyin edilmis , kosilmaz
funksiyalardir. Yuxarida qeyd etdik ki, birinci tortib diferensial tanliyi

M(x, y) dx+ N(x, y)dy=0
(1)
soklinds yazmagq olar.

Tarif . Ogor diferensial tonliyi
o(x) dx+y(y)dy=0
(2)

soklinda gostormok olarsa , onda hamin tonliya doyisonlorino ayrilan
diferensial tonlik deyilir. Burada ¢(x) Vo (x) funksiyalar1 toyin
oblastlarinda kasilmoz funksiyalardir.

(1) Tonliyinin har iki torafini integrallasaq
Jo()dx+[wl(y)dy=C (3)
alinir.
Bircins diferensial tanliklar.

Forz edok ki, f(x,y) funksiyasi hor hanst D oblastinda toyin edilmis
funksiyalardir.

Torif 1. Ogor istonilon t {igiin f(tX,ty)Ztn f (X, Y) sorti ddanilarsa,
onda f(x,y)funksiyasina n tortibli bircins funksiya deyilir.

Xiisusi halda n=0 olarsa, f(x,y) sifir tortibli bircins funksiya alimnir.

Bu halda f(tX,tY): f(X, Y) alariq. ©gor sonuncu boraborlikdo t-1

X
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gobul etsak, f(xy)=f( %) = (P(¥) almar. Yoni, sifir 6lctuli bircinsli

funksiya % nisbatindon asili funksiyadir.

Indi P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 (1) diferensial tonliyina baxaq.

Tarif 2. Ogor (1) diferensial tonlikda P(X,y) va Q(x,y) funksiyalari
eyni tortibli bircins funksiyalar isa , onda bu tanliys bircins diferensial
tonliklor deyilir. ©Ogor diferensial tonlik y' = t(x y) soklinda verilmissa va

f(x,y) sifir tortibli bircins funksiya isa , onda hamin tanliyi y’:(p(yj

X
soklinds yazmaq olar. Ona gorads bazon bircins diferensial tanlik
dedikda el y'=(p(¥] soklindo basa distiliir.

9gar verilmis tonlik bircinsli iss, onda u =¥ avazlomasinin komoayi

ilo hamin tonliyi dayisanlorino ayrilan tanliya gotirmok miimkiindiir.

Dogrudanda
Y_u y=ux y=ux+u u+u’x:(p(u):>u'x:go(u)—u:>xj—u:go(u)—u
X X
buradan du__dx
olu)-u x

bu doyisanlorina ayrilmis tonlikdir. ©gar »u)-u=0 1S9, onda hor torofi

integrallasaq , | ﬁ: % olar. Ogar F(u) ilo sol torafdoki inteqralin

X
noticosi isara etsok, Fu)=Inx-Inc Vo ya x=cef® alariq. Bu verilmis
tonliyin iimumi hollidir. Burada u=¥ avazlomoasini  yerino yazmaq

lazimdir.

Birtartibli xatti diferensial tanliklar.

y'+P(x)y = q(x) ®)
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soklindo tonlikloro xotti diferensial tonliklor deyilir. Burada p(x) va q(x)
funksiyalart miioyyan (@, b) intervalinda kosilmoz funksiyalardir. Ogar (1)
tonliyinds q(x)=0 olarsa,

y'+p(x)y =0 @
tonliyina bircins Xatti tonlik deyilir.

(2) Tanliyi doayisanlorine ayrilan tonlikdir.

dy__ dy __
ax =~ POy = == —p(x)ax

Burada hor torafi integrallayaq Inly| = —I p(X)dx+ InC

y = Ce—_[ p(x)dx “)

Bu (2) xatti bircins tonliyinin timumi hallidir.
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Misal 1. Y +Xy=0

2

%:-xy; d—J:—xdx:jd—;=—_"xdx: In\y\:—%HnC

2

L
y=Ce 2
Bu tonliyin timumi hallidir.

, i
Misal 2. Y T YSINX= 0

dy dy

&=—ysinx; — = —=sin xdx
J‘d_;/=—jsinxdx; Inly| = cosx+InC
y — CeCOSX

Ikitartibli xotti diferensial tanliklar.

Sorbast doyisoning, axtarilan funksiyaya onun birinci va ikinci tortib
toromosino noazoron tonliys ikitortibli diferensial tonlik deyilir. Bu

tonliyi imumi sakildo asagidaki kimi yazmag olar

F(X Y, Y, y")=0.q

Ikitortibli diferensial tonliyi eyniliyo ¢eviron X machulundan v iki

50



sorbost ixtiyari C, Ve C, sabitlorindon asili olan y= (P(X1 C11 Cz)

funksiyasina bu tonliyin timumi halli deyilir.

(1) tonliyinin imumi hallindon C,; va C, ixtiyari sabitlorinin verilmis
C.=C.,C,=C? giymotlorinds alnan Y = @(X,C;',C;) hollins (1)
tonliyinin xiisusi holli deyilir.

Ogoar F(X, ¥, Y, ¥Y")=0 tonliyi yiiksok téromeys nozersn holl

edilondirsa, onda bu tonliyi

y'=txyy) @
soklinds gostarmak olar.
Sado inteqrallanan ikitortibli diferensial tonliklora elo tonliklor aiddir
ki, (2) barabarliyinin sag tarafinds duran funksiya yalniz ii¢ arqumentin

birindon asil1 olsun.
Ikitartibli sabit amsalli xatti bircins tonliklor
Tutaq ki, ikitortibli xatti bircins
y"+py'+ay=0 1)
tonliyi verilmisdir, burada p, q omsallar1 sabit ododlordir. Bu tonliyin

holli y=e* soklindo axtarilir, burada k axtarilan sabit adoddir. Onda
y' =ke*, y"=ke"
Toramalorin bu qiymatlorini (1) tanliyinds yerina yazaq
e*(K'+pk+q) = 0,
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burada €0 oldugundan aliriq ki,
k?+ pk+q=0 2)

(2) tonliyina (1) diferensial tonliyinin xarakteristik tonliy1 deyilir. Bu

tonlikdon k-n1 tapaq
2
P P
=% [ — —
k1,2 2 — 4 q (3)
Burada asagidaki hallar miimkiindiir.
1. Ogor (2) xarakteristik tonliyinin k; vo K, koklori hoqiqi vo

kyX _ Akox . . )
miixtolifdirso, onda Y, =€~ wvo Y,=€ i funksiyalar1 xiisusi

hallordir. Demali, (1) tonliyinin imumi halli asagidaki disturla ifads

olunur:
y=C,e"+C, e, (4)
2. Ogor (2) xarakteristik tonliyinin koklori haqiqi vo borabordirso

(k; = k, ), onda (1) tonliyinin timumi holli asagidaki diisturla ifado

olunar:;

y=Ce¥ +Cxe" =e“(C,+Cx)  (5)
3. Ogor (2) xarakteristik tonliyinin k; vo Kk, kdklori kompleks olarsa
(k;=a +Bi, k, = o —I), onda (1) tonliyinin imumi holli
y =€” (C cospx+C,sinpx) (g

soklindos olur.
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Toplama teoremi

Teorem.Istonilon A vo 8 hadisalori iiciin
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)

Isbat1. p(a+B)ehtimali A vo B hadisalorindon he¢ olmasa birina daxil olan
elementar hadisolorin ehtimallar1t comidir.Bu zaman elementar hadiss eyni
zamanda A va B-Ya daxil olduqgda bir dofo gotiiriiliir.Ona gors do

P(A+B)<P(A)+P(B)

Elementar hadiso eyni zamanda A Vo B-yo daxil oldugda o, axirinci
barabarsizliyin sag torafino iki, sol torafino iso bir dofo daxil olur.Ona gora do
sag torof sol tarofdon p(AB) godor boyiikdiir. Belaliklo,

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)
EHTIMALIN VURMA DUSTURU.

B hadisasinin bas vermasi sortindo A hadisasinin P(A/B) sorti ehtimali

P(A/B)= P(AB)

P(B)

diisturu ilo hesablanilir.Buradan, B hadisasinin P(B) >0 sortsiz ehtimalt malum olduqda , A
Vo B hadisalorinin eyni zamanda bas vermasinin ehtimalini tayin etmok olar:

Forz edok ki, Ave- Ay hadisslori

P(A)~0,P(AA,)~0,.. PA..A]-0

sortlorini 6doyir.Onda asagidaki diistur dogrudur:

P(A..A)=P(A)P(A, I AP(A | AA,).P(AIA .A)

Dogrudanda

o \P(AA)  PAALA)
p(AP(A, /A ).P(A /A..A )=P(A) PA) T PAA A ) P(AA,...A, )olar.
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TAM EHTIMAL DUSTURU

Forz edok ki, Ap---: Aj hadisalori tam sistem togkil edir.Onda ixtiyari A hadisasi
ugun
P(A)= 3 P(A/BP(B,)

i=1

Isbati.Dogrudanda ehtimalin toplama vo vurma diisturlarina osasen yaza bilorik:

P(A)=P(AQ)= P[Zn: ABij — z P(AB, )= Z P(A/B,)P(B,)

BEYES DUSTURU.

s hadisosi A (k =12,..,n) hadisolorinden biri basverdikdo basverir va

sinaq noticosinde & hadisesi basvermisdir. Smaqgdan owval A (k =12,...,n)
hadisolorinin P(A,) ehtimallart vo 8 hadisasinin A, (k =12,..,n) hadisalorinin hor

birino goro P(B/A,) sorti ehtimallari molumdur. s hadisosinin bas vermasi A
hadisasinin ehtimalina neco tasir edir?

Bu masalani hall etmak ti¢iin
P(BA,)=P(B)P(A /B)=P(A )P(B/A,)
barabarliklarindan istifada edoak.
Buradan

P(A)P(B/ A/)
P(B)

P(A /B)=

barabarliyi vo tam ehtimal diisturuna asason

P(Ak /B): nP(Ak )P(B/Ak) Kk=12..n
> P(AP(B/A,)

k=1

miinasibati alinir. Axirinci barabarliys Beyes diisturu deyilir.
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Burada baxilan Ak k=12,.,n hadisalorine  bazon farziyyslor, Beyes
diisturuna isa farziyyslor teoremi deyilir.Beyes dusturu s hadisasi basverdikdan

sonra A, K=12,...,n  hadisolorinin basvermosi haqinda farziyyslorin
chtimallarimi yenidon giymatlondirmays imkan verir.

Sarti ehtimal

Tocriibada bir ¢ox hallarda A hadisasinin ehtimalin1 basqa bir 8 hadisasinin
bas vermosi sorti daxilindo hesablamaq lazim golir. Bu ciir ehtimala sorti
ehtimal deyillir. B8 hadisasinin bas vermasi sortindo A hadisasinin sorti
ehtimali p(A/B) kimi isars edilir.

Tutaqg ki, n elementar hadisodon m-i A hadisasi, ksaydasi iso B hadisasi
ticiin olverislidir.Onda

P(A)z—,P(B):%

Forz edok ki, B hadisasi bagverdikdo A hadisasi ti¢iin alverisli hallarin sayi
| —dir.Onda kllasik ehtimalin torifina A hadisasinin sarti ehtimali
|
P(A/B) = M
olar.Axirinct barabarlikda kasrin surat vo maxracini n-2 bolsak, sorti ehtimal
|
ficiin P(A/B)=1- _PFEAB)
n

!
n
miitloqg chtimaldir.Belaliklo, B hadisasinin bas vermasi sortindo A
hadisosnin sorti ehtimali  P(A/ B):M kimi hesablanilir.

P(B)

Sorti ehtimalin xassalari.

diisturunu alariq. A8 hadisasi licilin alverisli hallarin say1 1- oldugu {i¢iin

1.P(A/B)>0
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2.P(A/IQ)=1

3.P(A/B)+P(A/B)=1

4.P(z/B)=0

5.A cAoldugda p(A/B)<P(A,/B)
6.0<P(A/B)<1

7.P(AUA,I1B)=P(AB)+P(A,/B)-P(AA /B)

Bernulli diisturu va Bernulli teoremi.

Tutaq ki, n sayda asili olmayan sinaq aparilir va har bir sinaqda A hadisasinin
bas vermasi ehtimali sabit p adadine, bas vermamasi ehtimali iso q=1-p adadins
borabardir.i-ci sinagin naticasini B;,i=12,...,n ilo isars edok.Bu ardicilligin m
hissasinds A hadisasi, galan n-m hissasindos iso A olarsa, bels ardcilliglarin sayi

m
Cn olar.

Sinaglar asili olmadiqlarindan onlarin naticolori — hadisoalor do asili deyillor

Vo ehtimallarin vurulmasi qaydasma goro belo ardicilligin ehtimali p"q" "
adadino borabar olar.Onda uyusmayan (birgo olmayan) hadisslorin ehtimallari
haqqinda qaydaya géra m-godar A-dan va n-m godar A-dan ibarat ardicilliglarin
chtimallar1 comi

p,(m)=C/"p"g""

olar.Aparilan n Bernulli sinaginda “+” noticonin bas vermo sayimni s,ilo isaro
edok.Belaliklo asagidaki naticoya galirik:

Bernulli diisturu. Tutaq ki, aparilan n Bernulli sinaginda miisbat naticanin
basverma say1 s,-dir. Hor sinaqda miisbat naticonin bas vermoa ehtimali iso p-
dir.Bu halda
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pa(m) =
P(s, =m)=C"p"q""(q=1- p,m=012,...,n)

n

pn(m) chtimallarina binomial paylanma deyilir.Bu paylanma m=0,1,..., n

adadloari ilo pn(m)-lsr arasinda uygunluq soklindo wverilir. (1) ehtimali

(pX+ CI)n binomunun ayrilisinda x*-nin amsalina barabar olduguna goro, ona
binomial ehtimal deyilirlor.Binomial ehtimallarin ¢oxlugu binomial paylanma, n
Va p sabitlori isa onun parametrlori adlanir.

TOSADUFU KOMIYYOT ANLAYISI.

Tosadiifii komiyyat, baxilan hadisani keyfiyyat vo komiyyatco xarakteriza
edon vo tosadiifii amillorin tasiri ilo bu va ya digor sokildo miixtalif giymatlor
ala bilon komiyyatlordir. Tosadiifti komiyyatin hanst qiymot alacagini
gabaqcadan goti demok miimkiin deyildir.Onun hor bir sinaqda aldig1 qiymatlor
miixtalif sobab vo tosadiiflordon asili olaraq dayisir.

Sinagin naticasini keyfiyystco xarakterizo etmok 0 demokdir ki, sinag
zamani konkret alamat fakt geyd olunur va onun naticasinin slamats malik olub-
olmadigr miiayyanlosdirilir.Qeyds alinan bu olamot hadiso adlanir vo deyirlor :
“hadiso bas verdi”, ya da “hadiso bas vermadi”.

Siagin noaticasini komiyyatco xarakterizo etmok 0 demokdir ki, sinaq
zamani hor hansi kamiyyatin ala bilocayi giymotlor miioyyan olunur, bels ki,
homin giymatlori sinaga godor toyin etmok miimkiin deyildir.Belo komiyyatlor
tosadiifi adlanir.

Demoli, tosadiifii  komiyyat sinaq naticasinds bu vo ya digor giymot ala
bilocok doyison kemiyyatdir.

Tosadiifti  komiyyatin gqabaqcadan hansi qiymatlori alacagini goti demok
miimkiin deyildir.Tosadiifi komiyyatin ancaq ala bilacayi giymatlor ¢oxlugu
gostorilir.Bu giymotlar sonlu, hesabi vo geyri hesabi ¢oxluq toskil edo bilar.
Ogor tosadiifii komiyyat sonlu vo ya hesabi sayda izolo edilmis x,x,,..
giymotlorini ala bilirso, ona diskret tosadiifii komiyyat deyilir. Tosadiifi
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komiyyatin ala bildiyi gqiymatlor hor hansi sonlu va ya sonsuz intervali toskil
edirso, ona kasilmoz tesadiifii kamiyyat deyilir.

TOSADUFU KOMIYYOTIN PAYLANMA FUNKSIYASI

Tosadiifii kemiyyastlori ancaq onlarin ala bildiyi giymetlor ¢oxlugunu gostormoklo
toyin etmok miimkiin deyildir.Belo Ki, giymatlor ¢oxlugu eyni olan, lakin bu giymotlori
mixtolif ehtimallarla alan miixtolif tosadiifii kemiyyatlor vardir.Buna gors do, tosadiifii
komiyyatin verilmasi iigiin onun ala bilacayi giymatlor ¢oxlugu vo ham do bu giymatlori
hansi ehtimalla aldig1 géstarilmolidir.

Bu moagsadlo tasadiifii komiyystin paylanma funksiyasina baxilir.

Istanilon haqigi x iigiin Q, ¢oxlugu o -cobr olan F sistemins daxil oldugundan, onun

chtimali toyin olunmusdur.Bu ehtimala - X tosadiifi kemiyyatinin x-don kigik giymat
almas1 hadisasinin ehtimalina homin kamiyyatin paylanma funksiyasi deyilir vo

F(x)=P(X <x)

kimi isars edilir.

Son
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Riyaziyyat fannindan
Imtahan suallar:

1. Matris anlayist

2. Bircinsli diferensial tonliklor
3.Tars funksiyanin téromasi

4. Miiayyan inteqral
5. Determinantin torifi
6. Vektor anlayist

7. Dayisonlari avaz etmokls integrallama

8.Vurma teoremi

9. Diferensialin mexaniki monasi
10. Adi diferensial tanliklor

11. Bayes diisturu
12. Qeyri-miiayyan integral

13. Funksiyanin toromasi
14. Matrislorin comi

15. Vektorlar tizorinds amollor
16. Ikitortibli sabit omsall1 geyri-bircins xatti diferensial tonliklor
17. Ehtimalin klassik torifi

18. Nyuton-Leybnis diisturu

19. Inteqgrallar codvali

20. Matrislorin forgi vo odods vurulmasi

21. Matrisin ranq1

22. Vektorlarin skalyar hasili
23. Tam ehtimal
24. Hissa-hisss inteqrallama tisulu
25. Kosi masalasi
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26. Toramonin handasi manasi

27. Tars matris

28. Qeyri-miiayyan inteqralin xassoalori

29. Tosadiifi kamiyyatin dispersiyasi

30. Skalyar hasilin koordinatlarla ifadasi
31. Determinantin xassalori

32. Birtartibli deferansial tanliklor

33. Dayisonlarine ayrilan tonliklor

34. iki matrisin hasili

35. Vektorlarin skalyar hasilinin xassalori
36. Tars funksiyanin téromasi

37. Vektorial hasilin koordinatlarla ifadasi
38. Minor va cobri tamamlayicilar

39. Miioayyan integralda doayisonin avaz edilmasi
40. Vurma teoremi

41. Qeyri-miiayyan inteqral

42. Birtortibli xatti tonliklor

43. Tosadiifi kamiyyatlor haqqinda anlayis
44, Kramer qaydasi.

45. Vektorlarin garisiq hasili.

46. Toromonin mexaniki monasi.

47. Miiayyan integralda hisse-hisss integrallama
48. Sorti ehtimal.

49. Vektorlarmn vektorial hasili.

50. Funksiyanin diferensial.

51. Comin toramasi

52. Tosadiifi hadisalor haqqinda anlayis.
53. Miiayyan inteqralin xassalori.

54. ikitortibli diferensial tonliklor.

55. Loqarifmik funksiyanin téromasi.

56. Vekorial hasilin xassalari.
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57. Tosadiifi kamiyyatin paylanma ganunu.
58. Hasilin téromasi.
59. Xatti tanliklor sisteminin matris sokli.
60. Xotti tonliklor sisteminin Qauss lisulu ilo halli.
61. Qarisiq hasilin xassalari.
62. Ustlii funksiyanim tdromasi.
63. Tosadiifi komiyyatin riyazi gézlomosi
64. Ikitartibli sabit amsall1 bircins xotti diferensial tonliklor
65. Miirokkab funsiyanin téromasi.
66. Qarisiq hasilin kordinantlarla ifadasi.
67. Nisbatin toromasi.
68. Diferensialin hondasi monasi.

69. Ustlii-miirokkob funksiyanin tromosi.
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